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Znr Binfflhtiing.*) 

Die „G^ruiidlehren der Mathematik^^ sind ala eine dem heutigen 
Stande der WisstoBohafb entspreoheude Emenemng und Weiterfdhnmg 
' Yon B. Baltzers ^Elementen der Malihematik" gedacht. 
f Die Fortsclirii^, die die matibematiBohe WiBseziBobafl} im letztem. 

Jahrliimdert zu yerzeiduien bai^ Bind anoh den Elementeu der Mathe- 
‘matik in bervorragendem Mafie zngute gekommen. 

Den scbarferen Metboden der neneran WissenBobafii gemEfi iat 
auob den Lebren der Elementarmatbematik eine sobErfere Begrdndnug 
gegeben worden. Znsammenbange, die zwiscben den Elementeu nud 
'' tiefer gebenden sowie weiteifQbrenden Eragen der Wissonscbafb be- 
stebeu, Bind aufgedeckt und znr Elarung der in den Eleinenteiji zu 
bebandelnden Begriffe und Metboden yerwendet worded; dberdiee baben 
einzelne Gebiete der Elementarmatbematik wertyoUe Erweitorungen 
ibrea BesitzstanideB erfabren. 

Fdr jemanden, der sidb mit dem bentigen Stande der Elemental'- 
matbemaMk bekannt maoben wollte, yi^lre es niobt leiobt, siob die 
einsobl^ge, in yielen einzelnen Abbandlungen und Werken'zerstreute^ 
Literatur zu yerscbaffen und auf Gmnd des Studiums dieser zablreioben 
und meiBt scbwietigen Sobriften in einigermafien ausreicbender Weise 
zu einer tieferen Auffassung der Elemente zu gelangen. 

Es fehlte bisber an einem Werke, in dem die auf die Elemente 
beztlglioben ErgebniaBe der WisBenaobad^ in ^einiger yoUstrmdigkeit 
^ zusammengefafit waren. 

Der Babmen einea soldben Werkes wttrde indesseu ein zu ougor 
aein, wenn es siob lediglicb auf die Elemente der Aribbrnetik, Algebra 
■ I ; ubd Geometrie besobrE^en woUte; es ersobieu zweokmEBig, im An- 
soblufi an die Elemente und auf ibnen fiiBrnid wenigstens die Gruudzflge 
; : weiterer Eutwiokelungsreiben zu bearbeiten, die rftokwErtB wiedenim 
oin neues Liobt auf die "Elemente zu werfen geeiguet Bind. 

1) Abdiaok aus dem ersten Bande des sweiten Teilei; H. Thieme, Die 
Elemente der Gleometrie., 1909 , bsw. axis dem eisten Banda dee ersten Teileei 
0. F&rber, ArithmetUc, 1011. 
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So liaben sich d«^ die Unterzeiclmeten*) zn dem Versuch 
entschloseen, gemeinsam die bezeichnete Ltloke in der Literatnr aim 
fWlen zu h^fen. 

Die „Grundlebren“ sind auf vier Bwde bereohnet, Ton denei 
zwei der Geometrie, und je einer der Aritbmetik tmd der Algebri 
gewidmet werden. 

Der Band ^ber Aritbmetik nnd der erste Band Ober Geometrii 
aollen sicb wesentliob anf eine Darstellnng der Memente besobi&ikeii 
die dem heutigen Stande der Wissenscbaft entspricht, w3brend dii 
beiden anderen BSnde andi dardber binaus in dem obeu bezeiobueb^i 
PliTiTifl Er^nzungen nnd Erweiternngen bieten werden als eine Ein 
fObrung in die Forsobim^n, die ein tieferes Yerstandnis der Lebroi 
der Elementannatbematik ermSgbcben. 

Fdr Leser, die ii^endeine der bebandelten Fragen weiter toi* 
folgen wollen, sind in alien Teilen des Werkes geeignete Literatur 
naobweise und bistoriscbe Bemerkungen binzngeftlgt worden. 

Yorkenntnisse werden nnr in mdgliobst geringem ITmfange — in doi 
Aritbmetik und dem ersten Bande der Gaometrie gar nicbt— Torausgesetzf 
wobl aber eine gewisse FBbigkeit und Neigung zum abstrakten Denken 

Der erste Band des ersten TeHs „Aritbmetik"^ stellt sici 
das Ziel, wiasenscbaftliobe Strenge mit Yerwendbarkeit fOr den Scbul 
unterricbt zu rereinigen. 

Einzeln sind diese beiden Fordemngen in mancber Darstellunj: 
der Aritbmetik mebr oder minder yollkommen erfClllt. Der Yer^sni 
erbliokt seine Au^be darin, die in der Yerbindung beider liegendt 
Scbwierigkeit zu fLberwinden. 

Das Buob iat dazu bestimmt, dem Ijebrer zur Yorbereitung an; 
den ITnterriobt zn dienen, obne indes den Stoff unmittelbar in dei 
ftlr den Scb^er der Mittelklassen geeigneten Form bringen zu wollen 

Wie der erste Band der Geometzie besobr&akt siob aucb dieser Baa(i 
nicbt auf die Lebren, die im Unterricbt unbedingt gebrauobt werden 


1) Nach einleiteiiden TorTerhandliiiigeii der Yerlagsbuidiliandltuiff itiil 
H. Thieme nnd W. Fr. Meyer lag es dem letzteren ob, tHr eine Erweitcnini) 
der Redaktion nadh. der arithmetiBch-algebiaiBohen Beite bin Sorgo zn tragon 
In der amtlichen Stellnng der ITnteizeiohiieten sollte anf Wnnach dee Yerlagot 
bereitfl dae Frinzip znm Anedmoke kommen, sowobl dem Standpnnkte dui 
hOberen Schnlen wie dem akademiadhen Standpnnkte Bedhnnng zn tragen. 

W. Fr. Meyer bat anob, anf Gnmd einea EntwnifeB von H. Tbiemr 
aowie weiterer Zuafttze nnd Bemerkungen yon E. 17etto, 0. Filrber nnd ilm 
selbst, dae yorliegende Einf^bidngawort im Oktober 1908 anlftfiUob der Anagabf 
des von H. Tbieme bearbeiteten ersten Baadee: i,Die Memente der Geometrie'* 
suBammengestellt, fOr das er die Yeraatwortong dbemimmt. 

8) 1. TeB: Die Gmadlebxmi der Aritbmetik nnd Algebra. 2 BBade. l.Bandi 
Aritbmetik, Yon 0. Flrber. XY, 410 S. 1911. 
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sondem geht yielfach welter bzw. tiefer, als es im ITuterrichte mOg^ 
lioh ist. 

In den Pimkten; wo mehrere Aiusohauungsweisen mdglioh sind, 
hat sioh der Yer&sser nnter BegrSndopg eeiner Meinung fhr' eine 
bestimmte entsohieden, in Anmerknng^ jedoch anf andere Meiniingen 
nnd deren Hanptvertreter hingewiesen. 

Der rote Paden, der sioh durch die Arithmetik zieht, ist die 
Entwiokelnng des Zahlbegiiffs. Mit den nattlrliohen Zahlen begiunend 
hat der Yerfasser die gebroohenen, negativen, irrationalen uud kom- 
plexen Zahlen in einer Weise einznfdhren gesncht, die einerseits einer 
strengeren Prtlfang standldilt, andererseita aber fUr den Sohnlnnter- 
richt auoh wirklioh zn verwerten ist 

Die „ Arithmetik" wird in der Form, in der sie hier geboten 
wird, bei der znrzeit fEtr Prima vorgeschriebenen wiederholenden Zu- 
Bammenfassung vieUeicht gate Dienste leisten kSnnen. — 

Bei der Bearbeitung dee vorliegenden Bandes dber Algebra von 
E. Netto geht der Yerbsser davon ans, dafi die Gfrundlehren der 
Arithmetik sowobl den Boden ftlr die algebroisohen Forsohungon 
liefem, ala anoh die Mittel fdr seine Bearbeitnng. 

Yon den hier behandelten HanptgegenstSnden der Algebra seien 
hervorgehoben: die Theorie der algebraisohen Gleichungen einer TJnbe- 
kannten, insbesondere das Fnndamentaltheorem tlber die Existonz der 
Wnrzeln, sodann die Unanfldsbarkeit von Gleiohnngen hdhereii Grades. 
Aus praktisohen Grttnden ist anoh die Lebre von den Determinanten 
in ihren Hanptztlgen der Algebra angegliedert worden. Dagegen war 
die Theorie der algebraisohen Zahlen, ,als dem Charakter des Gesamt- 
werkes nicht entspreohend, ansznsohliefien. 

Des zweiten Teiles erster Band^) ontholt die Elements der Geo- 
metrie. Der Begriff der ^Elements" ist verhSItnismllfiig weit ge&Bt. Es 
sind die einzelnen Lehren eingehender behandelt worden, als es in Sohnl- 
bfichem tlblich ist; os sind anoh die einfaohsten Lehren dor analytisoheu 
Geometrie der Ebene nnd des Banmes, der Kegelschnitte nnd der FlSohen 
zweiten Grades sowie der darstellenden Geometrie anfgenommen; anoh 
sind in gewissem IJmfange die verschiedenen Methoden fOr die LSsung 
planimetrischer Eonstmktionsanfgaben nebst der neueren Goometrie 
des Dreieoks nnd des Tetraedes bertloksiohtigt. 

Des zweiten Teiles zweiter, von W. Fr. Meyer herauszii- 
gebender Band der Geometrie wird die geometrisohen Gebilde vom 
Standpnnkte der Yerwandtsohaften ans behandeln nnter besonderer 
Berdobdohtignng der Begrife von Gmppe nnd Invarioute. 


1) n. Teil: Die Ghandlohren der Qeoxnettie. 2 B&nde. 1. Band; Dio 
Oxondlelurea der Geometrie. Yon H. Tbieme. ZU, 894 S. 1009. 
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Da9 ganze Werk ist, wie bereits aus Yorstebendem beryqrgeiit, 
nicbt uumittelbar f(lr deu Unterricht bestimmt, will aber dock aucb 
an seinem Teile zur FSrderimg des matbematischen Unterricbts bei- 
trageu. 

Die Fiage der zuktlnftigen Gestaltuug des malliematiBobezL Unter- 
ricbts isi im Flusse. 

let diese Frage ancb mebr eine solcbe der Unterrichtsmetbodik 
als der Wissenscbaffc^ bo kSnnen docb die Ergebnisse der zu lebrenden 
Wissensobaft niobt als etwas Nebensaobliobes angeseben werden. 

Diese Ergebnisse mflssen vielmebr bei der Umgestaltung des 
Unterricbtes aucb voll zur Geltung gelangen, wenn derselbe wii'klicb 
znr geistigen FSrdemng der Jugend (benen solL 

Dazu ist aber erfoi’derlicb, dafi die Lebrer der Matbematik, die 
den Unterriebt in der neuen Gestalt ins praktiscbe Scbnlleben tlber- 
fbbren sollen, nacb jeder Ricbtong mit dem beutigen Stande der 
beztlglicben Gebiete der Wissensobaft vertraut sind. 


W. Ft. Meyer. 
H. Thieme. 


E. Netto. 
t C. Fitrber. 



Vorwort 

Die Fundameute fdr den Anfbau disr Algebra sind durcb ;,die 
Gnmdleliren der Aritibmetik^^ gelegi;; es bandelt sich jetzt daimm, anf 
diesem nim gewozmenen festen Boden den Han fdr das Gebaude der 
Algebra zu entwerfen, ihn zn fSrdem nnd — wenn maglich — zur 
Yollendung zn fabren. Aber freilioh erscdiemt dem i^abenden Auge 
dies Ziel als ein ideales and daher nnerreiobbares; ein Blick genflgt; 
um zn zeigen, dafi in den Grundlehren eine unendliobe FtUle Yon Ge- 
bieten sicb 5f5aet, dereu jedes einzelne des Sobweifies der Edlen wert 
ist. Die Hauptanfgabe; die in den Gmndlebren der Algebra zn iSsen 
ist, bembt anf einer ricbtigeu Beaobranknng des zn bebandebaden 
Stoffes. Ein Beispiel ftlr solcbe Verbaltnisse liefern meine ;,Tor- 
lesungen fiber Algebra" yergliohen mit der bier bebandelten j,Algebi*a". 
Denn wfibrend in dieser nnr allea Kotwendige berficksiobtigt wnrde; 
liefern jene ancb fiber das bloB Notwendige HinausgebendeS; sdfern 
es nnr interessant ist, oder neue Wege fiffiiet, oder bereits betretene 
Pfade ebnet. 

Anob bier, wie in den „Gmndlebren der Aritimietik", ist dnrcb- 
gebend mfiglicbste YoUstfindigkeit and gleicbmofiige Berficksicbtignng 
aJOler ffir den Sobfiler nnd daber ffir den Lebxei' etwa in Fra^e kom- 
menden Absobnitte der Algebra erstrebt, nnd zwar derart, dafi znm 
erfolgreioben Stndinm des Werkes die Eenntnis der „Gmudlebren der 
Aritl^etik" an alien Stellen ausreicbt. Die Yerwendung des Begrififes 
der Stetigkeit wnrde soviel als mdgliob yermieden, d. h. fiberall mit 
Ansnabme des Wurzelexistenzbeweises an der Stelle, die P. Gordan 
treffend als den transzendenten Teil des Beweises bezeiohneb Die An- 
ordnung des Stoffes ist niobt rein logisdx gebalteu nnd kozmte das 
anob niobt, denn die. Algebra erweist siob gegen ein solobes TTnter- 
fangen in ibren einzelnen Zweigen zu yersoblungen oder zn sprfide. 
Die yorliegende Sdbrift soil eben niobt ein metbodisobes, sondem ein 
systematiscbes Bnob sein. Diese Yerbaltnisse erklfiren nnd reobtfertigen 
es anob, dafi das gleicbe Tbeorem mannigfacb an yersobiedenen Stellen 
behanddt wird, wie dies beispielaweise bei der Zerlegung yon ganzto 
Ennktionen in lineare Faktoren eintritt, 

Giefien. 

■ ■ ■ iSrSTetto, 


liilialtsYerzeichiiis. 


L EapiteL 

Dtiterminanten. 

§ 1. Emleitong 

§ 2. Deflnitioii 

§ 8, VoiEflichfln.bflHinmTriTiTigr , , 

§ 1. Elementare Eigensohafben. . 

§ 6, BezeiohnnngeiL 

§ 6. Ad^junkte. Entwibkelnug . . 
S 7 — 9. Elementare Eigenacliaften 
§ 10 — 11. Subdeterminante. Minor. 
§ 12, Frodnkt ron Determinanten , 
§ 18— li. Matrix. Bang 

n. EapiteL 

FnnktioiieiL 

§ 16. Eonatanten, Variable .... 

§ i6. Bezeiobnnngen 

§ 17. Qanse rationale Fonbtionen . 
§ 18. Fonktionen eweier Variablen. 
§ 18. Homogene bin&re Formen . . 
§ 20. Ge-wioht. laobare Fnnktionen 

§ 21. Nonnalform . 

§ 22. Badikalftinktion 

$ 28. Algebraisohe Frmktion . . 

§ 24. Transxendente Fonktion. . 

§ 26. Fnnktionen. Argument 
§ 26. Eindeutigkeit. Tabelle . . 

§ 27. Goometrisohes 

§ 28. Meihrere Variable ..... 

§ 29. Fnnkttripel 

§ 80. Stetigkeit 

§ ,81. Stetigkeit ron Bnmme, Pro- 
dnkt, Quotient 

§ 82. Stetigkeit lationaler Funktio- 

neu; Ableitung 

S 88. Ableitung von Produkt . 

§ 84. Ableitung von Quotient. . . 

§ 86. G^metriaobeB ...... 


Beite 


1 

1 

2 

8 

6 

6 

9 

12 

16 

18 


20 

20 

21 

22 

28 

24 

26 

27 

27 

27 

28 
29 
80 
81 
82 
88 

84 

86 

88 

89 

40 


Holte 

§ 86. SteignngfsmaB 40 

§ 87. Signum 41 

§ 88—40. Beispiele 42 


m. EapiteL 

Elomentareigeiischflften gamer 
Fnnktioneii einer Yariablen. 

§ 41. Intetpolation 46 

§ 42. WuizelfiaktoEen 48 

§ 48. Elem e n tare Operationen, . , 49 
§ 44. Euklidisober Algorithmus . . 61 

9 46. Beiapiele 68 

9 46. ELeinetea gemeinaamea Viel- 

focbea 

9 47. Partialbrflohe . 64 

§ 48. Beduktibilit&t . , ' 67 

9 49. Euenateinaoher Saks .... 69 
9 60. ZerlegunginirrednktibleFak- 

toren go 

§ 61. Gaufi’ Zerlegungaaatz .... 61 
9 62. BationaUtAtabereioh .... 68 
9 68. Fnnttionen einea EOrpexa . . 64 
9 64 — 66. Beiapiele. Eindentigkoit 

der Zarlegnng 66 


IV. EapiteL 

d^leiohimgen. 

§ 67. Definitionen 09 

§ 68. Identiaobe Gleiohnugen ... 70 
§ 69. TJmfonnung von Gleiohungen. 71 
9 60. Algebraiache und tranazen- 

dente Gleiohungen 71 

9 61. Bad ik a l gleiohungen .... 74 
9 62. ■Wurzel&ktoren 74 

9 68. MultiplizitBit ] 76 

9 64—66. Eomplexe Eoeffiaienten , 76 
9 67. Elimination. Beiapiel . , . , 77 



IiAattsverBeiehnU 


XI 




Betta 


Belts 


V. EapiteL 


VUI. Eapitel. 



Lineare Gleichnngen. 


Wnrzdexistennbeweise. 


1 

68. Eine XJnbekannte 

79 

g 104. WorzelexistetuB bei Glei- 


§ 

69. Begula falsi 

80 

oknngen zweiten, dritten, 


g 

70. Newtonsoke KSkerungsme- 


yierten Grades 

186 


thode 

88 

g 105. TTiiitnrianlifts 

187 

g 

71. Genamgkeitagrenze . . . . 

88 

§ 106—107. HUfsaatz 

188 

g 

78. Eombinationametkode. . . 

84 

g 108. Geometriaoke Formulierong 

131 

g 

78. SnbatitntionBmethode . . . 

86 

g 109. Oanckys Beweis 

188 

g 

76. Ufatiix Biang 

89 

g 110. Dedekindsokei Sokuitt . . 

184 

g 

76. AUgemeine LOsnng. . . . 

00 

g 111. HilfsaatB 

184 

g 

79. Beiapiel 

94 

g 118. Hinimnm, untexe Grenae . 

186 

g 

80. Homogene Gleiohungen . . 

95 

g 118. Andere Beweiae 

187 

g 

81. Abk&ngige Syateme. . . . 

97 

§ 114. Zerlegnng 

188 


7L Eapitel. 

Besultaiiieii nnd Diskriminanten. 


§ 88, Gemeinaamer Tailar zweidx 
ganaen Fnnktionen .... 
§ S^—S?. Daiatalliing dturoh Da- 

terminanfcon 

g 88, Diakrunuiaiziteii 

g 88. Daratellozig duich Detemi- 

namten 

— dnroh "WtirzelMitoreii . 


99 

105 

106 

107 

109 


VII. Eapitel. 

Bfe Cfleichniigea zweiten, driiteu 
and yiorton Grades. 

g 90. Gleiohnngen zveiten Gra- 


des; Doppelmmeln ... 109 
Gleiohungen dritten Grades ; 
dritte Emheiis'woraeUi . . ill 
AUgemeine GleichTuig diit- 
ten Grades na 


g jB8. Oardaniaohe Formel ... iis 
§ 94. Eealitat det V^turaelu. , . 114 
§ 96. Resolyente dritten Grades . 117 
g 96. Goniometriaolie LOaung . . 118 
§ 97. Slementar-syxQtaetriaohe 


Fnnktionen 119 

g 98. Diakriminante 130 

g 99. Gleiohnng vierten Grades . 180 
g 100. Bednaierte Form ..... 188 
g 101. llesolyenten dritten Grades 188 
g 108. LOanng , . . . . . .. 185 

g 108. Diakrimisante . . . . . . 185 


IX. Eapitel. 

Binwertige and isweiwertige 
liinktionen. 


§ 116. EoeMzienten nnd Wuxzeln 188 
g 116. BjmmetrisoheFmiktiionen 189 
g 117. Mntypisolie ayinmotciBolie 

Fnnktionen 189 

g 118. Fotenzsnmmon 140 

§ 119. Bedekungen zwisolien den 

ei nnd den 148 

g 180. Barstellnng symmetrisoker 

Fnnktionen durob die . 144 

§ 181. Beiapiel 145 

g 188. Idte^e Daretelltmg . . . 146 

g 188. Biskriminante 148 

g 184. Wirkt^ng elner Transposi- 
tion 149 


X. Eapitel. 

Die Binheitswarzeln. 


g 185. Potenzen 160 

g 186. PnmitiTQ Einbeits^roraeln . 151 
g 187. Ihre Gleioktmg ftir jp . . . 163 
g 188. ZngehOrigkeit zn einem !Bz- 

ponenten 168 

g 189. Gle&oktmg fttc p** 164 

g 180. Ikre Irxedukti.kiUttt . , , 165 
g 181. HiljhaatB ........ 166 

g 188. AUgemeine l^dxdctiklliiAt 167 





XU 


Ihhaltsvrrnt'ivknvi 


XI. Kapitol. 

Die KreiateilungagleioUungen. 


§ 188. Ghiometriachtt Duutnnt* . . ir»^ 

§ 184. Eonatraktiou lOO 

§186. Periodon Hir p - « 17 ... 101 

$ 186 Porioden ftlr p lU . . . 104 

{ 187. Perioden 160 

§ 188. liiigeiuiuliafiiua 107 

$ 180. Bodaktion dor LOotttig . . 172 

% 140. Eagtiro Poriodun 172 

6 141. LOaong dor Glaichung . . 174 


XU. Kapitol. 

Zyklisclie und reziproke 
OlelehungciK 


§ 143. DeHnition 176 

$ 144. Bildtmg von Poriodun . . 176 

8 145, Erweitomng, Al)olaoho(}lei> 

ohungon 17H 

S 146. LOBung 180 

S 147. Besipro'^itilt 181 

§ 148. Souderfull 1K3 


Xm. Kapitol. 

SaLstitationengriippeii. 

Vunktionengateigen. 


§ 140. MehrworUgo Ifunktionen . 188 

g 160. Sabstiiliutionea 184 

§ 161. SubBtibutioneugruppon . . 186 
9 168. Fotouaen. Besiproko ... 18H 

9 168. Qattnng an Gruppe K<<b6xig 188 
§ 164. Prodnkt auB OrdnungH-uud 

GtappenssaUl 180 

9 166. tJutorgrappe Oder Teilor . lOO 

g 166. Transfor^orte 101 

9 158. KonBtituiionderaltQmieren- 

den. Giuijpo lua 

9 160. Gruppeu. gloioU iliron Kon- 

jngflu 104 


9 160 . Mehrw(»idge]jHtnktionettmit 

einvreridger Potene .... 106 
9 101. Mokiwertige Fnnktioii uit 

zwoivertlger Fotens , . . 107 
9 168. Auanahmegmppen .... 108 
9 168. 9 -vertigo Fonkidon ala Glei- 

ohnngsvmnsel ...... 109 


Helta 


9 104. Ktinklitmtm dor gleirhon 

Gattung lyjj 

9 106. KuuktioniMi iiiodorntor Ord- 

»»»g aoi 


XIV. tCiipiinl, 

Die Aundsharkeit ulgebrajHcher 
Dleiehungen. 


9 100. HiHturimdiOB ....... uua 

9 107. UiitlikalgrOUnn U08 

9 lOH. AliolKidinr iliiroHaU .... aoi 

9 100. I)i)< WurAidti iiU Uadikal- 

gr00‘‘n 804 

§ 170. UnanfUlrflmrkoit 900 

9 171. IliHloriBuhoM 207 

9 172. Liigrnngi^H IiilHitug ditr llloi- 

(diuugtni lirilUm (tradna. . 208 

9 178. LagranguH Migutig dorUlei- 

idningen vi(«rtitit GratlcH. . 800 


XV. KiipiUl. 

TranNromation. 
Invarianten und Knvarianten. 


QuadratiHcbe Konnen* 

9 174, 'J'ranHlunualion 810 

9 176. Muiiduriall 211 

9 176. TraitHfurntaliun durtth linear 

gebriH’hem* SuliHtilution, . 818 

9 177. Invarianitt . 818 

9 17H. DiKkriminiintealNlnvariante 814 

9 170. lieiHpinln 216 

9 IHO. VerallgiMtieiueruttg .... 816 

9 IK I, KuTarianle 817 

9 1H2. ViiUHtUudigt'H HyMhuit ... 817 

9 1K6, (^imdratiHfhe Fonn .... 810 

9 IH'l. 'rratiHformaliciii 210 

9 186, Humitte vtm Quadratun . . 881 
9 186. Bang der Foriueit .... 888 
9 187. TrllglieitHgeBeto 888 

XVI. Kapitnl. 

Der SfnrmHuhe Hatx. 

9 IH 8 . lIiHt4>riHe.)uw ....... 886 

9 100. SSeieheufofguu. WucbMol . . 886 
9 191. Hturntnehn Ualhe ..... 888 

9 198. Attssalil der Wurxeln . . . 880 
9 108. BoiHpiela 889 

Alpbabeliaohert littginier. . 881 


Erstes Kapitel. 

SetenninanteD. 

§ 1. Ein Uberans ^chtiges Hilfsmiitel fElr analytisobe nnd alge- 
braisobe Untersucbungen liefem die Determinanten. Ibre Entstehxmg 
verdanken sie dem Studium der Systeme Ton n linearen Gleiobnngeii 
mit n Unbekannten^); nud darauf beraht anch baupts^bliob ibre StSrke; 
denn liberal], wo solohe Systeme auffcreten, finden die Determixianten 
Anweudung und die Eesultate der Determinantentbeorie Yerwerttmg. 
Und das findet natnrgem&fi sebs* bHujQlg statt. 

Ibrem Obarakter naob gebSrt die Determinantentbeorie zn den 
Anwendimgen der Eombinatorik tmd bStte an dieser Stelle der Aritb* 
metik bebandelt werden konnen. Dabei ware dann die Wicbtigkeit der 
BegrifFe „Pennatation" nnd ^Inversion" dentlioh zntage getreten; aber 
freiliob bS.tte die Bedentnng der Determinantenbildimg nocb nicbt dar> 
gelegt werden kdnnen. Deshalb erschien es zweckm&fiiger, sie bier, 
an der Sobwelle ibrer Wirksamkeit nnterznbringen. Es soil jedoob 
ibre Tbeorie niobt ins einzelne nocb in alle Teile verfolgt, sondem 
nnr soweit Torgetragen werden, als es *die algebraisoben Ziele nnserer 
Untersuobtingen nStig maoben nnd reobtfertigen. 

$ 2. Es mogen GrSfien gegeben sein (a, jS — 1, 2, 8, . . »»)> 
die wir in n Zeilen und n Spalten einordnen 

®jij 

®ii 

' ®81 ^8 % • • • ' 


^ »»8 • • • 

so daB der erste Index cc von die Ordnnngszabl der Zeile tou (1) 

1) Die ente Idee geht anf Leibniz enrflok ^xief an de rEoepital, Han- 
nover 1698), der sie aber niobt TerOfifentUdite. Oram ex (Analyse des lignes 
ooTurbes, Genbve 1760) fond sie von nenem;^ Bdzont (Thdorie des Equations idgd- 
briqnes, Paris 1770) und Yandermonde (Mdmoiie snr rdUmination, Paris 1779) 
erweiteiten die Tbeorie. Durob Cauoby (Y6m. sux les fonoMons qui ne peuvent 
obtenix que denz valeurs, Pads 1816) tmd Jaoobi (De formatione et proprle- 
tatibuB determinantium, Berlin 1861) ward sie A^Ogem^got dM Matbematiker. 

ITetto: Algabn 1 



2 Erstes Kapitel. JDeterminanten 

imd der zweite die der Spalte anzeigi Die heifien die Blemente 
von (1). Wir bilden nun die wl Prodnkte 

(2) ■ • • ^noat 

in denen die Indizes s&mtlicbe n\ Permutationen der 

Ziffem 1, 2, 3, . . n dnrchlanfen. Bei der Bildung von (2) tritt also 
ein Element jeder Zeile und eins jeder Spalte von (1) auf. Femer vei> 
stehen wir imter dem Symbole (Ghrundlehren I. Teil, I. Band, Arith- 
metik, S. 177 ff.) 

die Angftbl der Inversionen der Beihe Oi, a,, a,, . . a, und setzen 

(3) D - ^(- a:,,. . . . 

wobei die Summe sioh iiber aUe n\ Permutationen der 
ierstreoken soil 

Die Summe (3) der *1 GHieder heifit die M-reihige Deter- 
minante der n’ Elemente (1). 

Wir bilden einige Beiepiele: 

POr n =- 2 wd 

D ■= ( — Xg^ -f- ^ 1)^*' x^g Xgi “ x^ Xgg — Xjg Xgi • 

Ftlr » «= 3 findet man die explizite Darstellung in sechs Sam- 
manden 

D — ■ ( — l)^*’*^a^iaSjjga^-l- (~ 1)^*’^'*^ ^18*313^3 

+ ( — 1)W x^g Xgg Xgi^ -f- (— l)f®» ^ Xg^ Xgg -f- (— ®i8 Xg^ Xgi 

— XiiXggXgg aii®iB®88 ®ia^ai®8« ®ia®i8^i + ®i8®ai^8a ~ ®i8®9a®8i • 

Fflr n «- 4 ergibt sioli die Summe von 24 Summanden 

D «— Xgg Xgg x^ Xgg Xg^ Xgg Xii Xgg Xgg Xg^ -|- x^^ Xgg Xgg^ Xgg 

-f- a^j Xgg Xgg Xgg Xj^i s^g Xgg x^ Xjjg Xgi Xgg Xgg 4* 

-|- Xig Xgg Xgi Xgg Xgg a^8 Xgg Xgg ^8 ^ OSgi Xgg Xgg Xgg 

+ Xig Xgg Xgg Xgg ^3 Xgj^ Xgg Xgg ' Xgg Xgg Xg^ Xgg Xig Xgg Xgg Xgi 

4“ ®i8 Xgg 3/43 3^3 Xgg Xgg Xgg X'lg Xgi Xgg Xgg 4* X^g Xg^ Xgg Xgg 

4" 3^14 37j3 Xgi Xgg Xj^g Xgg Xgg Xg^ Xgg Xgg Xg^ Xgg 4” ^14 ®98 ®89 ®41 • 

Wie man aieht, waobst die AnzabI der Summanden mit steigender 
BeikenzaM aehr sobnell (vgL Grundlebren 1; I, S. 179). 

§ 8. In deim Produ]^ 

mSgen die 0 ^, ocg, , . a. und die /S^, pg, . . je eine Permutation 
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der Zahlen 1, 2, S, . . n bedeuten. Dazin ist das Produkt (4) bei 
riobtig gewahltem Yorzeicban ein Gl-lied der Determiaante (3), wie maai 
durcb IJmordniuig der Elemente erkeimt. Diese TJmordniuig ftLhrt 
zugleich znr Yorzeiohenbestimmimg Ton (4). Bilden uilmlich die die 
ZG^enreibe in natilrlicber Ordnung; so ist dae Yorzeicben durch don 
Wert von 

bestimnit. Es fragt siob, ob man ancb obne vorberige TJmordnung der 
Faktoren von (4) in ihre nattlrlicbe Ordnnng das Yorzeicben von (4) 
direkt bestimmen kann. Wir wollen zeigen, dofi es durch den Wert von 

( 5 ) (_ ...««] + — finU 

gegeben wird. In der Tat: nimmt man in (4) nnter den Faktoren 
eine Transposition, also eine TJmsteUung zweier Elemente x^ 

Xff a vor, so andei^ sicb jedes der liiversionssymbole (Ghmndlahren I, 
I,^!i80) 

* • •> ®)i]» [Pit Pat * • ^n] 

um eine ungerade, ibre Summe also um eine gerade Zabl; demnach 
bleibt die in (5) niedergesobriebene Potenz von (—1) nngeSndert in 
ihrem Werte. 

Efun kann jede Permutation durob eine Folge von Transpositionen 
bergesteUt werden.. Folglicb bleibt bei jeder Permutation der Faktoren 
von (4) die Summe (6) ungeandert, insbesondere ancb bei der Per- 
mutation, bei der die ersten oder aucb die, bei der die zweiten Indizes 
in i^ nattlrlicbe Reibenfolge gebracbt werden. 

§ 4. Naob der Definition der Detenninanten durcb (3) wollen wir 
ibre wicbtigsten elementaren Eigenscbaften angeben und berloiten. 

I Eine Determinants B^ndert ibren Wert niobt, wenn 
man ibre Zeilen in gleicber Folge zu ibren Spalten maobt 
Oder umgekebrt. In der Tat gebt durcb diese Umstellung jedes 
Produkt aus (3) 

fiber. Das zweite Produkt kommt, abgeseben vom Yorzeicben, aucb 
in (3) vor; die Yoa^eicben beider Produkte sind nacb (8) und naoh 
dem vorigen Paragrapben durob 

•••*<*«] bzw, (— - •••* “«J + 1^*1 •••!**] 

gegeben, und da boid'e miteinander tlb^einstimmen, wie im vorigen 
Paragrapben gezeigt wurde, so ist die Behauptung gereobtfertigt. 

Aus I fol^, daB alle fttr Zeilen von (3) bewiesenen Eigensobafben 
obne weiteres ffir Spalten gelten und umgekebrt; und aus diesem 

' 1 * ■ 


4 


JSrstes Ea^pitel. Dsteminanten 


Gnmde &BBen wir Zeileu und Spalten outer dem aUgemeinen Be- 
gpiffe Ton Beihen znaaioinezL 

ijidert Bioh bei der imter I angegebenen YertauBchnng Ton Spalten 
und Zeilen die Detenninante ancb ihrer Form naoh nicbt, d. b. ist 

flftim heiBt die Detenninante BymmetriBch. 

Ist dagegen bei einer Determinante (3) 

also insbesondere 

®11 ■" ” ®a8 ” ^nn “ 

dann beidt die Determinante scbiefsjmmetriBoL 

H Dnrcb die Yertansobong zweier parallelen Zeilen oder 
zweier parallelen Spalten einer Determinante ftndert sioh 
nur daB Yorzeioben, niobt der abBolnte Wert der Determi- 
nante. In der Tat gebt durcb die TimispoBition der und 1,*^ Spalte 
jedes Produkt auB (1), etwa 

fiber. Das zweite Produkt koinmt, abgeseben yom Yorzeicben, auob 
in (3) Torj die Yorzeioben beider Produkte sind naob (3) durob die 
beiden Potenzen 

beBtimmt. Da die beiden Bsponenten sicb nur durob eine Transposition 
untersobeiden, so sind die beiden Yorzeioben yersobieden; damit ist die 
Bebauptnng bewieseu. 

IIL Wenn die entspreobenden Elemente zweier Parallel- 
reiben einer Determinante einander gleiob sind, hat die De- 
terminante den Wert ETulL Denn bat sie den Wert D, so gebt 
dieser naoh U bei der Yertauscbung der beiden einander gleiobeii 
Parallelreihen in (— D) fiber; die Yertauscbung Sndert aber niobts an 
der Determinante, da die yertanscbten Reiben einander gleiob Bind. 
Also ist — D — JD, d. b. es wird D — 0, wie bebauptet war. 

Aus der BMungsart der Determinanten gebt berror, daB sie bo- 
mogene lineore Funktionen der Elemente jeder Beibe sind.^) 

Aus der Defbiition (3) folgt sofort 

lY. Multipliziert man samtliobe Elemente einer Beibe 
der Determinante mit einer willkflrlioben GroBe, dann mub 
tipliziert sicb der Wert der Determinante mit dieser GrSBei 

X) tTber den Begriff einei ,4iomogeiien lineacen Fnnktion** siehe apftter 
zweitea Eapitel, § 19. . 
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Die Bezeichnung der Deteimmante (3) kanu anf mamiigfaolie Art 
Yor Bick geken. Am ansftilirliohsten nnd deutliclistezL gesohieht dies 
daduroh, dafi man das System (1) in Vertikalstridie eiuschliefit 

Xnf 

^8; *88» • • •> ®8ii 

(®) ^ ®83j • • 'f 


I ^nl) ®*a; ®(»3> • • •> ®«n I 

Treten gesetzlos GrSfien als Slemente aa:^ dann wird eine solohe 
Oder eine Sknliclie ausfilhrliclie Darstellung nicht zu yermeiden sein. 
Ist das Bildnugsgesetz der bekannt, so reicht es ans, 

(7) J) «<- I I (oe, /3 » 1, 2, 3; . . n) 

zn schxeiben. In Sbnlicber Sobreibweise bedeutet z. B. das Symbol 

\a„^\ (a-l,2;^«-3,4) 

die zweireihige Determinante, die ansfOJirlioher gesohrieben lantet 

<*18; <®14 
<*M> <*84 

HaujSg reiobt es aus, eine Zeile oder eine Spalte anzngeben, etwa bei 
der Darstellung durob Zeilen 

(8) p - 1 a?* J . Qi “ 1, 2, 3, . . n); 

BO dedeutet die yierreibige Determinante 

I ^ f I (A “* 2 , 3 , 4 ) 

Boyiel, wie die ausfdbrliob gescbriebene 

I I ? ®8 j ®8 

1, JJj* 

1, a!i«, V, V 
1; «a^ <*8* 

Das Produkt der G-lieder der yon links oben nacb reobts nnten 
gebenden Diagonals in (1); die das sogenannte Hauptglied der De- 
terminante bilden, dient gleiobMLs zn ibrer Bezeiobnung, indem man 
Bobreibt 

(9) ■J>--2±®uaua™ 

§ 5. Ans der Bigenscbaft U, § 4 ISfit siob eine Umformnng der 
Determinante D berleiten. Vertansobt man die ZeUe in D mit 
der (i— dann in der neuen transformierten Determinante die 
(♦— 1)*® mit der (i-^2)*®“ usfij bis die nrsprlbi^ob i*® an die.erste 
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Stelle gelangt ist, was durch (« — 1) soloker YertaaBckimgeu bewirkt 
wird, BO erkalt man die Gleiolmi]^ 

1 I “ ( ^ 1 • • ■> ®Af? I 

(«, j3 - 1, 2, «); (h - i, 1, 2, 1, « + »). 

Wendet man den entsprechenden Satz fOr Spalten jetzt anf die rechts 
stehende Deteimiuante der letzten Gleichung an, so ergibt Bich die 
weitere Umformnng 

(to) 

(a,^=-l,2,...,n), 

(tf- «, 1, 2, i—l, i+ 1, w, r - A;, 1, 2, A-1, 1, n). 

AUgemeiner: Aus II folgt, dafi dnrcli beliebige Umatelliing der Zeilen 
and der Spalten von D je untereinauder der Wert der Determinonte 
sick bis auf einen Faktor ± 1 reproduziert. Bedenten alBO 

h) hi hi • ' ■» ^i» \i \i • ‘i \ 

zwei beliebige Permutationen der Zahlen 1, 2, 3, . . n, dann ist zu' 
naokst 





’ • — 1, 2, 3, , . ft). 

I 

I 

1 

.f 







Urn nook das Yorzeioken zu bestimmen, vergleicken wir das l|aupt- 
glied der redhts Btekenden Determinante, namlick 

mit dem ikm litteral gleicken dw linken Seite, deBsen Zeiobeu dnrok (6) 
bestimmt wird, 

und entnehmen darans die Gleiohung 

(lOa) 1 I - (- + t‘> -‘-ID. 

§ 6. Ans (3) folgt, daB das Aggregat aller der Glieder der De- 
terminate Dj die das Element als einen Faktor entkalten, gleiok 

®u^(- 

C®) 

also 

(o) 

ist, wobei a,, c^, . , aUe (ft— l)i Permutationen der Zahlen 2, 3, . . ft 




AdQWiSctm 


dnrdilaiifl:. DaJier ist die Smnnie reolits gleioh der (n — l)-reilugen 
Detennmaate 




®88 

®ss • 

• ^Sh 

®8I 

^38 • 

• ^8h 

«h8 

^h8 • 

•«H« 


BO daB die Determinonte (8) alle (n — 1) G-Heder yon nmfafit 

Das Aggregat derjeiiigen Glieder yon (3), die den Fakiior 
kaben, wird durch die Formel (10) in Verbindmig mit dem eben er- 
baltenen Resnltate geliefei*t. Man erb^t fdr dieses Aggregat den 
Ausdmck 

(«— |3— 1,2, ...,4-1, 4+1, 
diesen bezeiohnen ivir mit 

ist die (n — l)-reibige Determinante, die aus D durch THgung der 
Zeile und der Spalte entsteht, multipliziert mit (— 1)*+*; 
heifie die Adjunkte yon in D. 

Aus diesen Betraohtungen folgt fQr den Wert der Determinante 
der Ausdnick 

J) «■ + %8-ZZi8 + • ‘ 

und auch, wie aus der Tertausohung yon Zeilen und Spalten folgt, 

D -» "H "I" ^1-^81 + • ' * + 

Denn jeder der nl Summanden yon D enthldt einen und auch nur einen 
Faktor, der der ersten Zeile (Spalte) angehort, und die zu jedem !ei„ 
(bzw. zu gehdrigen Summanden sind in jDi,(2>„^) zusammengefaBi 
Das Entspreohende gilt yon jeder andem Zeile (Spalte); also ist 

n n I As H 1- ®<ii A*; 

In der ersten dieser beiden Formeln treten die Elemente der 
Zeile auf der reohten Seite explizit nur in den ersten Faktoren der 
Summanden auf, wUhrend Ai; At; • ' V Ah ihnen sind. Ersetzt 

man sie durdh die entspreohenden Elemente einw Parallelzeile, so 
^ird die linke Seite wegen HC zu ISfuJOL; und das Entsprechende gilt 
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aach Ton den Spalten. Folglich ergibt sioh als Erg&nznng zn (11) 
die BeOie der 2(n — 1) GHeidnmgen 

1 0 - x„D,.+ ■■■ + 

Als Beispiel behandeln wir die dreireihige Determinante 

3 14 

-2 5 6 167. 

4 2-3 
Hierbei wird fOr die Ac^jonkten gefnnden 


+ 


JD^-- 


D, 


81 


+ 


1 4 
2-3 


1 4 
6 6 


-26, 


11 , 


16, 


•^18 ™ 


As “■ + 


Aa=" + 


As “ 


As “ 


Afl” + 


-2 6 
4-3 
-2 6 
4 2 

3 4 

4-3 

3 1 

4 2 

3 4 

-2 6 
3 1 

-2 5 


-14, 

24; 

-26, 

-2; 

23, 

-17; 


nnd die 2n’ G-leiobnngen (11), (12) werden jetzt (bei n — 3) zu 


3.(-26)+1.14+4.(-24) 167, -2.(-25) + 6. 14 + 6.(-24)-0, 

8.11-f-l-(-26) + 4-(-2)-0, _2-11+5.(-26)+6-(-2)— 157, 
3- (-16)+! ‘(-23) + 4- 17-0, -2- (- 16) + 6 • (-23) + 5‘ 17 -0, 
4‘(-26) + 2.14-3‘(-24)-0, 
4.114.2.(-26)-3‘(-2)-0, 

4.(-16) + 2.(-23)-3.17 167; 

3‘(-25)-2‘1H-4(-16) 157, l.(-26)+5‘ll+2.(-16)-0, 

3.14-2.(-26)+4‘(-23)-0, 1-14+6.(-25)+2.(-23) 157, 

8 . (_ 24) - 2 •{- 2) +4- 17 - 0, 1 •(- 24) + 6 • (- 2) + 2 • 17 - 0, 

4‘(-25) + 6*11-3‘(-16-)0, 

4.14 +5.(-25)-3.(-23)-0, 

4.(-24)4-5.(-2)-3-17--157. ^ 
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Wie man an diesem Beispiele sieht, kann die Formel (11) vor- 
teilliafb zur Bereclmnng yon Determinanten benntzt warden. Die n-rei- 
hige Determinante wird daduroh znerst auf (» — l)-reihige reduziert; 
diese dnroh die entspreohende Formel auf (» — 2 )-rei]iige; usf. bis 
man zu zweireihigen Determinanten kommt^ deren Werte ja einfaob an- 
zugeben siud. Freiliob kann diese Methode der Bereohnung liS.ufig 
duroh bequemere ersetzt werden. 

Als zweites Beispiel, betraohten wir die Ad^'unkten und 
der Elemente und Xf.f in der symmetriscben Determinante 

“ I I ^ “ 1 ; 3, 3, . . m)j 

Der einfaoheren Sobreibweise wegen nehmen wir » — 4; » — 2;b=»3. 
Dann wird 

^8 ^4 ^8 

•^9,8 “■ ” ®»9 ®84 } ■^8,8 “ — ®S1 *98 ®84 * 

*41 *19 *4i *4t ®48 ^44 

VertauBcbt man in die Zeilen mit den Spalten, so folgt 

«41 

■^8,9 “ “ ^8 ®98 ^48 f 
^4 ®94 *li 

und darauB wegen 

A,9— 

ABgemein gilt fQr jede symmetriscbe Determinante 


Der Beweis fdr diesen Satz verl&ufb ganz analog dem fiir den speziellen 
Fall soeben gelieferten. 

§ 7. Durob die Formeln (11) wird leiobt folgende weitere ele- 
mentue Eigenscbafb der Determinanten bewiesen: 

y. Sind alle Elemente einer Beibe der Determinante D, 
etwa die der Zeile, Suinmen aus zwei Snmmanden 

Vtlf ®<9 “■ S<8 + Vttf • • •> ^tn + Vtnf 

dannUt V-D, + B„ 

wo Di bzw. D, dadurcb aust^D entstebt, dafi die Elemente der 
Zeile durob bzw. durob . . ., 17 , „ er- 

setzt werden. In der Tat liefert (11) sofort durob die Gleic^ung 

ftii + Vti) Ai + (€19 + A9 + ■ .' • + (S<« + Vifd^in — A + A 
den Beweis des Satzes Y. 
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DaB Theorem Y kann ohne Schwierigkeit auf mehr als zwei Beihen 
und auf Snmmen von mehr als zwei Summandeu ansgedehni; werdeu. 
Beispielsweise behandeln wir 


\ + 6j a, 5i 4- h ?! + 2*9^9 

CiOCi + CgOs q/Sj + Ca/3j + c^y^ 

!N'aoh Y zerfallt D in acht Snmmanden 


D. 


<^iYi 


<h^i 



OiOCj (Xg^g 

hYi 

+ 

l>i \ 63 yj 



&a ^9 ft ft Yi 

^iV\ 


Citti CaYi 



^9^8 <?3ft CaY» 


a^OiOi 


^ 


flg 0g fflg 

ft 61 ft 

+ «ifty8 

ft ft ft 

+ • • • + «9fty9 

ft ft ^^9 

Cj Cj Cj 


Cl <TL «l 


Cjf Cg Cg 


nach in Yersohwinden diese samtlioh. Es folgt dahei* fUr uusere De- 
tenninante der Wert 

n = o 

als Schlnfiresnltat. 

§ 8. Ans dem Satze Y kann man welter den folgenden horleiten: 
YI. Der Wert einer Determinante D bleibt ungeSndert, 
wenn man zu den Elementen einer Beihe die gleichen Yiel- 
fachen der entsprechenden Elemente einer Parallelreihe ad- 
diert. Ersetzt men z. B. in JD die Elemente der Zeile 


®i3J • • •> ^in 

dnroh 

+ 2^*1) ®<9 + ®i8 4" 2^*8; • • •; + 2®*« 

bei i -H 1c, dann ist naoh dem Torigen Theorem die nen entstohende 
Determinante Dq gleioh der Snmme ans der nrsprUngliohen D und 
einer zweiten JD^, bei der die Elemente der Zeile den gemein- 
samen Faktor q besitzen, Do — D + . Nach lY kann man q als 

Faktor yor die Determinante seteen; dann aber zeigt HI, dafi ver- 
aohwindet. Man hat also JD^ — D. 

Beispiel I Es wird die dreireihige Determinante durch die Urn- 
formung 


1 *8 


1 ail aig 

1 




tT 

1 

1 

1 »1 »1 


0 y9“-3« 




/*v 

1 

1 

1 *>1 4r, 


0 jefg — aig 



als zweii'eihige dai^estellt. 
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Beispiel IL Es ist 

1 se^ 1 0 0 0 

1 iBg iBg* flJj* 1 OSf — Xi Xj^(Xj^ — Xj) a^*(Xi— x^) 

1 V ®a* 1 ®a - ^i) VCa^s - ^* 1 ) 

1 x^ x^ x^ 1 — xJx^—Xi) a54*(a!4— ai) 

®3 — ^ a;, (a;j — a^) a?,®(arj — a?i) 

- a;. — a;,(a^ — ajJ a;a*(asa — x^) 

x^, - .ail x^(x^ - a^) a!4*(a;4 - x^) 

-(a?«-a^)(a!8-a!i)(a!4-aji) 1 a;, a:,* 

1 3!s a^* 

1 a?4 a?^® 

-C'J^a-^»i)(aJ8-fl5i)(i»4“ai) 10 0 

1 Xt—x^ aisCa^s — a!j) 

1 a?4-a;s x^iXi^—Xj^) 

aJ4-aj, a!4(aJ4~.r,) 
-(a?,-ai)(ajg-a?i)(a;4-a^) I'x^ 

(xs-x;)(x^-Xi) 1 Xi 

- {x^ - a!i) (ail - asi) (a?4 - aj, ) 

(a«~®aKa^4-«a)- 

(®4— %) 

AUgeznein findet man anf diese Art den Wert der eogenanuten „Po- 
tenzdetermiuanten" 







§ 9. Ahnlich wie im § 6 konnen wir bier naoh dem Eomplex 
aller der Glieder Ton D fragen, die a^^j a^^i als Eaktor haben, nnd die 
wir mit 

^iaisAi;« 


bezeichnen wollen. Ans (3) ergibt sicb sofort das Besultat 




CUo, 




[«•... a«] 


a^iiB . . » Xf^y^ I 
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Erases Ka^itd. Eeterminantm 


Diese (it — 2)-reihig6 Determinante nennen wir die Adjunkte you 
in J). 

In gleiolier Weise definieren wir dnroh die Festsetzung^ 

dafi das Produki: 

^ik Im 

alle nnd nnr die Glieder Yon D enthalt^ die das Elementenprodnkt 
ale Faktor haben. Wir nennen die Adjnnkte Yon 

^ik^im Maobt man durob Yeitanscbnng Yon Zeilen nnd Spalten 

Xu zum ersten nnd Xt,^ znm zweiten Gliede der Hanptdiagonale und 
berttoksichtigt (10a), so siebt man: entstebt ana D dnrcb 

Tilgung der und der 2*®“ Zeile sowie der nnd der 
Spalte nnter Hinzufilgnng des Faktors 

wobei, ansfbbrliober gesobrieben, das luYersionssymboI 
[t712...i»]-[iZ12.-*(t-l)(i+l)...(2-l)(Z + l)...M] bei i<l 
Oder -[tZ12...(Z-l)(Z-hl)--*(i-l)(* + l)*'‘«] l^ei 

nnd ebenao 


{hm 1 2 • • • n] -*= \hm 1 2 • • • (A;— l)(ifc+l) • • • (w— l)(»»4-l)**-»] h<m 
Oder — [A:i»12***(i»— l)(m4-l)>-*(A5--l)(fe+l)*-*w] beijfc>in 

zn setzen isi 

Hierans folgt 




~2>. 


ik\ im 




Die weitere Ansdebnnng des Adjhnktenbegriffes ist nabeliegend. 


§ 10. Im Yorigen Paragrapben bildeten wir ana J) dnrob Strei- 
dhnng einer Anzabl you Zeilen und einer gleicben Anzabl YOn Spalten 
Detezminanten Yon niedrigerer Reibenzabl Solobe De- 

terminanten beiBen Dnterdeterminanten oder Snbdeterminanten 
oder Minoren you D. Aub den Grnndlebren der Kombinatorik ergibt 
sioh, dafi ftir ein n-reibiges D 

(n)® (» — l)-reihige Minoren 


/ n(w — l)(n — 8) \» 

V • 1-2.8 ) 


'n (« — 1) . • . 8 . 2\> 
,1.8...(n— 1) / “ 


(»)« 


(n - 2)- „ 

("-B)- „ 


1 - 


n 


i) 


Yorbanden sind, wobei die Memente x^^ aLa einreibige Minoren anii^e- 
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faBt werden. — Die Adjnnkten Bind poaitiv bzw. negativ zu nebmende 
Minoren. 

Es sei die n-reihige Determinante 

“ 1®<*1 w) 

nebst den beiden Minoren Ton r bzw. von (n — r) Reiben 

(i,fc«-r+l,r+2,— ,n) 

gegeben; wir bilden das Prodnkt aus beiden Determinantenminoren 

• • ®,c 

- ^(- • • «.{i 
bier iat jeder der Indizes kleiner als jeder der Indizes 

d, 8f . . .fi ; also wird 

[«/3...y] + [dfi...g] = [aj8...yd...e] 

tmd somit 

AA -2(.- 

d. b. das Prodnkt DjDj beatebt ana vl(n— r)l Dliederu von D 
mit entaprecbend gleicben Vorzeioben. Diese fl(n— r)l GHieder 
Bind samtlicb untereiuander versobieden. 

Das erlangte Resnltat kann folgendermafien erweitert werden: 
Wir setzen die «-reibige Determinante an 

^ ■■ I 1 (* "" *i; • • •; ®»5 ^ Pit Pif-t Pi^t 

WO die a wie die /5 eine Permutation von 2, 3, . . .; n bilden. Weiter 
seien die beiden Minoren von D', die v-reibige 

A' - I I (» - Ox; «!* • • • » 5 ^ - Pv P%7 '"t Pn) 

■and die (»•— r)-reibige 

A ■"!*<* I Pr+tf'f P^ 

gegeben. Man bat dann nacb § 5, (10 a) 

femer nmfafit nacb dem soeben Bewiesenen das Prodnkt A' A' 
Minoren rl(n— r)I Dlieder von D'] folgliob beatebt das Prodnkt 

aus vl(n— r)l veraobiedenen Dliedern von D. 

Wir wolien das mit riobtigem, soeben bestimmten Yorzeicben van* 
sebene D/ die Adjnnkte von A' nennen; diese A^junkte des Mi- 
nors A^ sticomt mit der des HauptgUedes von A' bberein, so dafi die 
jet^ige Benennong eine naturgem&Be Erweitemng der frilberen iei 



Bratei Kapitd. DeterminanUn 

« 

§ 11. Sind die Zeilen in fttr sioh und die in Dg' filr sich. 
naoli 'wachsender GbSfie der Indizes geordnet, so dafi 

®r5 ®^r + l ®^r + 8 ‘ 

dann l&fit sich das Symbol 

[«1«* ■ • ■ + l • «J; 

welcbea in der letzten Formal des § 10 fttr anftritt, einbcher 
darstellen. Das zeigen die folgenden Betraobtongen. 

Es liefem nniereinander keine Liyersionen un<J eben- 

sowenig cc^^i, a^. Daber sind zur FeststeUong der Inversions- 

^ahl nnr a,, . . cc^ einzeln mit “r+i> ■ • “i« 2 U vergleichen. 
Dabei ruffc Oj, mit «r+i; •••>“« Terglicben, (o^—l) Inversionen her- 
Torj denn die Zablen 1, 2, — 1) folgen auf a^. Pemer ruft 
“r+ij “r+t> • • -t % verglicben, (a^ — 1) Inversionen hervor, da alle 
kleineren Zablen anfier anf folgen. So gebt es weiter, und ttiiiti 
findet fQr das Inversionssymbol filr die Bestimmting der a 

[flSi c(g . . . ct^ (flfj -f- Oj -f- . . . 

="(«! + Of H H ttr) — • 

Sind auch die Spalten in i)/ sowie die in D,' naob wachsender Gr6Be 
ibrer Indizes geordnet, so findet man in ahnlioher Art 

[Ai A • • • ^ J - 03, + + • • • + /5,) - " A) . 

Daber wird, weil r(r + 1) stets eine gerade Zahl isl^ 

+ =- (_l)(<»x+”- + *r) + (/»! + • 

Ist also insbesondere 

D, — I I 

(»- l,2,..,r; ft<A<-<W> 

■" I I 

so bestebt das Frodnkt 



( 18 a) 

aus v! (n — v)I versobiedenen Gliedein von Z). 

Nun wollen wir in (11) fte ft, ft, ft, . . ., ft aUe Kombinationm 
r Klasse der Reibe 2, 3^ — , n nacbeinander einsetzen und jedes- 
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mal das zugeiiSrige Prodtikt (13) bilden. Die Anzobl dieser Produkte 
ist geiuS3 den elementaren Lebren der Kombinatorik gleiob 

/n\ «l 

Irj “"rl(w — r)l' 

und jedes entbalt r\ (w--r)l GHieder von D. Diese Bind samtlioh unter- 
einander versdhieden, so dskfi sie zneammen alle n\ G^Iieder von D liefern, 
und zwar jedes ein einziges Mal. Folglicb erkennt man: Es ist 

(14) 

wobei der Exponent t von (—1)* dnrcb die Gleiobung 

bestimmt wird, und wobei 

(i “ 1, 2, 3, 


(14a) 




I I 


■ (t 1, »’4' 2, . . Wj ^r+U ^r+ai • • V Pr+ i ^ +S ‘ 

bedeutet; die Summe erstreckt siob auf alle woblgeord- 

neten Kombinationen fit) fit) ’••) fir der Klasse von 1, 2, 
8, . . n. Dieses Theorem heifit der Laplaoesohe Zerlegungssatz. 
P. S. Laplaoe hat ihn in seinen ^^cherdhes sur le caloul integral et 
BUT le systdme du monde‘', Paris Aoc. des Sciences (1772), 2* part, 
p. 267 angegeben. 

Setzen wir beispielshalber bei n — > 4 die Determinante 


D 


«! OJI Oa 

^4 

^ ^ ^4, 


dt dj df 

und r = 2, so wird, ohne Beduktion der Potenzen von (— 1) auf ihre 
Werte + 1 oder — 1, . 


1)8 + 8 

hh 

Cb ®4 
d’tdt. 

+ (- 1)8 + 4 

Ot^h 

W 

Cg C4 

+ ,(-1)* + “ 

ai »4 


+ (-1)8 + 6 

<H(h 

d^d^ 

+ (-1)8 + 8 

aa «4 

6 a &4 

O1C9 

dtd^ 

-f (-1)* + ’^ 

aa »4 

CiCa 

dldJ^ 



16 Erstea Ka^d. Ddet-iMnanien 

Es ist nSmlioli naoh der VoransBetzung 

r-(r 4 -l) „ 

a 

und in den seohs Stunmanden treten die Wertepaare anf 

“ ^5 A " ^9 "■ ^5 

/39-4; /3,-3; 

i3i=-2, /3.-4; /S,-3, i3, - 4. 

§ 12. Durch Anareclmiing tlberzengt man sidbi leioht von der 
Eiohtigkeit der Gleiclmug 

a 1) 

dnrdb. die das Prodnkt zweier zweireiliiger Determinanten wieder als 
zweireihige Determinante dargeateUt wird. Dieses besondere Resultat 
regt dazu an, ftUgfl-mfliTi Determinanten von der Bildnngsform 

(16) 

(15 a) -= tkl + ®<9 Sii + Si8 "1“ * ‘ * "H ®<n 

.zn betraohten. FUr 3 bat man also beispielsweise die Gestaltimg 
zu untersnoben 

(16b) ^8- 

^591"1"%jIm + ®s8&18 ^ SbI H" ^8 Is* 4" ®93 ^88 ' 

+ §18 4-^88^18 ^l§81"i"^9§S9"i"®^88§88 §8lH"^89§89"l"®88§88 

Da die fdr ein beliebiges n geltenden Sobltlsse deuen fOr n — 3 durob- 
ans analog verlaufen, bo reiobt es voUstEndig ana, die Behandlmig fUr 
diese dreireihige Determinante (16b) anszufflbren. 

Nacb § 7 zerfEUt D, in 3’ — 27 Determinanten von der Gestalt 

^lK§l»i *ll§9i *l^§8/u 
■^8 ®9x§lj» ®«l§8;i §8/< 5 

^a§9i 

in dieser Summe durcblanfen x, 1, ft nnabbangig voneinonder die 
Werte 1, 2, 3. ISfaob § 4, lY kSnnen wir setzen 

®ia ®i/< 

■^3 ^ §lx§8;t §8it ^8x 


a/S oa + 6/8 aoj + ^i^i 

«! /?! Oja + OjOi 4- 6ij8i ^ 


(je,l;/i--l,2,3). 


Multifiikation eon Beterminanten 


17 


Yon den 3‘ » 27 rechts auffcretenden Deteminanten versoliwmden alle, 
bei denen mindestenB zwei der drei Indizes x, 1, einander gleich 
werden (§ 4, Dl). Es bleiben also nur noob die 6 >»- 31 znrflok, in 
denen die Indizes x, X, [i samtlicb yoneinander yerscbieden Bind. EGr 
alle diese wird die entepreobende Determinante der reobten Seite 

•®a *” i 

% , 

^8 

80 daB Dj dnrob teilbar, nnd der Quotient Dj : Dg' von deu 
nnabMngig nnd eine Fnnktion der ftllftin wird. Wir dtlrfen daber . 
setzen mit noob nnbekanntem Q 

Ug "■ *<* 1 (t, ^ 1, 2, 3). 

Eine besondere Annabme fiber die Elemente z. B. die einfaobe 
Festsetznng 

i ff), 

liefei-t den Wert von Denn bierffir wird nnter Berfioksiobtigung 
von (15 a) 

Man findet also ^ | la I ^4 folgert darans dann fdr n — • 3 die 

Gleiobnng 

I Ca I ■" I ®a 1 • I i • 

Bas entspreobende Besnltat gilt allgemein ftlr ein beliebiges n. 
Yertausobt man die Zeilen mit den Spalten in einem oder in b^aiden 
der Faktoren, so kommt man zn dem Eesnltate: 

Das Produkt zweier n-reibiger Determinanteu 

l%l II, j| 1,2,8,..., ») 

ist als n-reibige Determinante |o,gi darstellbar, wo ffir 
eine der vier Snmmenformen gew&blt werden kann: 

^ik "" + *<8^*8 + * • • + ^tn^kn} 

®<*'"%Su + a;«lj* + %l8iH 

Ca — ®ii<l*i + + *5,1*8 H (- 

c,* — *i,|i* + a?!,!** + ®8<S8* + ’ • • + 

Als Beispiel scbreiben wir die Foxmeln :l^ n » 2 anaftUirliob nieder 
nnd kommen zn den Tdentitfi>ten 

Nettoi.AIg«bn .9 




Eraiea Kapitd. Detet'minant&i 


(ad-~lc)(ad — ^y) «=> {aa + ly){c^ + dd) — («/3 4-6^)(6*a + fZy) 

®=> (flee ^y')(p§~\~ (®/3 -|- cd')(Jioc + dy') 

== (aa + e^)(hy + ditf) — (ay -f od)(hc( + d§) 

— (aa + h^)(cy + dd) — (ay + hd)(c<x + d/3); 

hierans folgt insbesoiidere fflr a »= a, /3 =» &, y =» c, d -^-=- d 

(ad--6c)®‘=> (a* + 6c)(6c + d*) — (a& + ftd)(flc + cd) 

- (ft* + c*)(6* + d^) - (ah + cd)“ 

=» (a* H- hc)(bc + d*) — (ac 4- cd) (a?^ + bd) 

- (ft* + Z>*)(c* + d*) - (ftc + bdy. 

Man tlberzeugb aiob leioht davou, dafi im aUgemeinen 

I I * I I “H I Sit I ‘ I ®<t I 

hinsiob.tlicb der Form der Produktdeterminaute ist, wilhrend uatttrlich 
der numerisobe Wert beider Seiten der gleiobe ist. Ftlr die Produkt- 
bildnng yon Determinanten ist also das Eommutationsgesetx nioht 
gtUtig. 

§ 18. TJnter einer Matrix^) von m • « Blemonten verstehen . 
wir ein in Form eines Becbtecks angeordneiies Blementonsystom von 
m Zeilen und n Spalten 

( ^1 ®ia • • • ®i» 

®jw • • • ®8ii 

®«1 

Dabei ist fiber das GrcifionyerliSItais von m zu n uiobts VoraiisgeHetzi 
Bedentet nun i eine Zahl, die nicht gr5Ber ist ale die Ideiiiere der 
beiden Zahlen m, n, und wUhlt man t beliebige Zeilen und t bdiebigo 
Spalten von (16) aus (xt^, so kann man die i^* Blemonto, in donen 
sioh die gewlihlt^ Zeilen und Spalten sobneiden, obne Anderung ilirer 
Folge zu den Elementen einer ^-reibigen Determinnnte mtichen. Von 
jeder soldben Detemainante sagen wiT; daB sio der Matrix (%) nn- 
gehort. 

Die Ueinere der beiden Zablen m und beiBe u, Ist dann der Wert 
von mindestens einer der zur Matrix (x^j^ gebBrigeu u-reiliigen Detor^ 
minantmi von Null versobiedmi^ so Sf^en wir: (Xfj^ bat den Hang u. 




1) Dei Begxiff der Hattizen wozde von A. Oayley (Jouxn. f. Math. 50. 
S. 982, 1855) festgelegt. 
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Sind diigegen ullo w-r(dhij(cu, v.n g«h 6 rigoii Dofau'ininunton jj^loidbi 
Null; aboi* niolit alio (m— l)-mlugoii, bo Baf^en wir: (%) liali don 
Hang (li—l); und allg(jmom, wonn ull<» zu gohorigon (rH- 1 )- 
reiliigen JDotonninaiiten vomilnviiidoii* nbor iiicht alio r-roihigon, ho 
sagen wir: hat don Uang r^). ICiullioh logon wir dor Ma- 

trix (a;, 4 ) den Hang 0 hoi, wouu alio a?,* gloicli 0 aind. Dioso 
Doiinitionen borgon indnon Widorapnitth, da niit don Ibitorminauton 
vou (r -f- 1 ) Hoibon anoh dio v<m ltdhoror Hoihonzahl vorsobwiudon. 

Durch Vomoliruug dor Hoibonztilil kann dor Hang oiner Matrix 
wohl Kuuohmon, jodoch iiio almehtneu. 

§ 14. 1st oiue w-roihigo Dotorminanto vorgologt, ao bildon 
wir aus ihren, in gloiolior Aiiordnung gonomnioneii n • » Ebimonton 
eino qiiadratisohe Matrix. Dor Dotorininauto logon wir don 
Hong der Matrix boi; uIho unabhrmgig von dor Boziohung zu einor 
Matrix auHgodrflckt: verschwindon alio (r-f- l)' roibigon Minoron 
von abor nioht alia r-roihigen, dann liat den Hang r, 

Beiupiele. Die Matrix 


, a 1 i 5\ 

-2 6 6 3 
'.4 2 -8 1/ 

hat don Hang da 

i » 1 4, 

'....2 f) 5 ! - 157 -H 0 

4 5J - a 

iet Dio Matrix 

/ a 1 4 5\ 

2 5 5 2 I 

V 5 4 1 a/ 

hat don Hang 2, da 


a 

1 

4 

B 

1 

5 : 

j 

a 

4 

«j 

1 

4 

5 


-2 

5 

5 ». 

I 1 

-2 

6 

2 !- 

1 


5 

2 

5 

5 

2 

MM t) 

6 - 

-4 

-ii 1 

5 - 

^4 

3| 

5 - 


8 

,4 

-1 

B 



ist, wahrend 


17 + 0* 


1} Ditiien wiohtigen Begriff bat (I. Frobesinv elngefttbrt (Joxuxi. f. Math. BS. 
S. liB, 187«), ■ 
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ZtoeiUa XajpUel. FunkHoneit 


■wird. Die Matrix 

/3 1 4 6 \ 

16 2 8 10 I 

\9 3 12 15/ 

hat den Bang 1, da ihre zweireihigen Minoreu samtUch verschwinden, 
ohne dafi die Elemente Nall sind. 


Zweites Kapitel. 

Fimktioiieii. 

§ 16. Naohdem wir nan im ersten, vorbereitenden Kapitel die 
Theorie der Determinanten soweit aasemandergesetzt haben, als es die 
Anwendungen erfordem, die wir in der Darstellung der Algebra yon 
dieaem Hilfe mittel zu machen gedenken, woUen wir einige grond- 
legende BegriEe beBpreohen^ die fflr den Aafbau der Algebra nuent- 
behrlioh sind. Ihre Bedeutong reioht liber die Gbenzen dieses Wissen- 
schaftsgebietes hinaus and bringt sich in alien TeHen der Fanktionen- 
theorie zar Q-eltang. 

In der Analysis anterscheidet man zwischen unyer6nderliohen 
Oder konstanten GrSfien and yerfinderliclien oder variablen 
GhrShen. Jene behalten entweder stets oder doch flir den ganzen Yer- 
laaf einer Betraohtang denselben Wert; diese kOnnen im Laafe einer 
Betrachtang yersohiedene Werte aunehmen. Za den Konstanten go- 
horen natdrlioh aUe Zablen, m5gen sie direkt gegeben oder darch einen 
Bachstaben ai^edeatet, aber anbestimmt gelassen sein; die An£angs> 
baohstaben der Alphabete, nSmlioh a, b, Cfd,.. a, j9, y, d, ... wmden 
h&afig za diesem Zweoke benatzt. Ftlr die Bezeiohnang yon Variablen 
gebraaoht man meistens die letzten Bachstaben des lateinischen Alpha- 
betes X, yf 0 , t, u, ... and die als entspreohend augenommenen rj, 

V, V, .. . des grieohisohen. ' 

§ 16. let der Wert einer Variablen yon dem Werte einer anderen 
Variablen abhSngig, so heifit die erste eine Funktion der zweiten.^) 
So ist das Volam eines Kdrpers neben auderen aaoh eine Fanktion 
seiner Temperatur; d. h. es Sndert sich, weun die Temperatar sich 
andert; so dei* Umfong eines Kreises eine Fanktion seines Radius. In 
der Mathematik werden**nar solche Fanktionen betraohtet, bei denen 


1) Joh. Bernoulli I. (Faiu, llSm, 1718, p. 100); „Oxi appelle ioi fonotion 
d’une grandeur variable une (pxantiM oompos^e de quelque xnanitee que oe aoit 
de cette giaudeux variable ei de oonstauxteB." 
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das Gesetz der Abh&igigkeit dtirch einen mathematisokeia Ansdruck 
fixiert warden kaim. Dnrok welche Operationen ein derartiger Auadmck 
gebildet werden darf, bleibt dabei der WillkOr tiberlassen. Wenn wir 
7 .. B. onter E(a) die groBte ganze ZaM Tersteben, die in der positiyen 
Zabl a enthalt^ ist, so kann E(x) als Fnnktion von x betracbtet 
werden, wobei x von Null ab waohsend yariieren darf. Oder wenn 
wir das Grenzzeicben als matbematisdhe Operation znlassen, dann 
wird der Ajisdruok 

lim 

UBoa ® -f- ® 

eine Punktion yon x, die far a: — 1 den Wert 1, far oUe anderen 
reellen Werte yon x den Wert 0 anninunt. Mit solchen allgemeinen 
Funktionenbildungen wollen wir uns aber bier nicbt besobafbigen, son- 
dern nor mit den einfaobsten, mit denmi, die in der Algebra anflreten. 

Funktionen werden dnrob Buobstaben f, g, hf F, G, % iIj, .. . nnd 
aucb der Unteraobeidnng wegen durcb diese, mit Indizea yersebenen 
Bucbstaben f^j G^^, qPo, ... bezeiobnet; will man die Variablen beryor* 
beben, so werden sie, in Elammem gescblossen, binter die PunktionaL- 
bezeicdmnng gesetzt^), also 

fi^)t ^lW; 

In gleicber Weise yerfUbrt man, wenn die Fnnktion yon mebreren 
Yariablen abbSngig ist, wie z. B. die FUlobe einer EUipse yon der 
L&nge der beiden Hanptacbsen, indem man scbreibt 

spricb yon sxf*, „g yon S" usw. 

§ 17. Funktionen, die ans Yariablen nnd aus Konstanten durcb eine 
endlicbe Aazabl yon Addition en nnd Mnltiplikationen bergestellt sind, 
beifien rationale ganze Funktionen oder bier, wo kein MiByer- 
standnis zn befarobten isi^ kUrzer: ganze Funktionen^. Die Hinzu- 
nabme der Subtraktion zu den gestatteten Operationen wBrde keine 
Erweiterung auf andere Funktionen. zur Folge baben, da 

isi^ und die negatiyen GrSBen yon yomberein Aufnabme finden soUen 

1) Yifete (1640—1608) boseiohnete Yariable xmd Faukidouen dorob Yokale. 
Die jetzt Ublidie Bezeiohntuag Btammt yon DeeoazteB (1696—1860). 

S) bi dei Fonktionentbeorie yentebt znan allgemeinej nnter ganzen Funk- 
tionen von ® Bolobe Funktionen, die nux fOr nnondlioh gioBe Werte der Yariablen x 
nnendliob grofi werden, die alao in der Form beatftndig konvergenter Biriben 

Oh + ® • iu inflniiioin 

darstellbar Bind. 
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ZtoeiiSB Keitel. Funktionen 


ftia gleicdibeoreclitigt mit den positiyen. Ebensowenig braueben wir das 
Potenzieren mit ganzen positiyen Ezponenten, da es duroh. wiederbolte 
Mnltiplikation ersetzt warden kann 

re* — aj • rr ■ a;, (1 + 2 / + ^^)®— (1 + 2/ + «)Cl +y + jef), 

Gsmze Funktionen konnen in manoberlei yerwiokelten Gestalten 
aufbreten; es gilt aber der Satz: Jede ganze Funktion einer ein- 
zigen Variablen x kann anf die ^Normalform" 

(1) f(x) — On + a; -h Os a;* H \- 

gebraebt warden, in der a,, Konstanten bedeuten 

und n eine ganze positiye Zabl isl 

Wir woUen diese Bebauptnng naob der Metbode der strengen 
Oder der voUstgndigen IndiUon nacbweisen. (Siebe Ghrundlebren, 
L Tail, I. Band, S. 10.) 

Wir nebmen an, flir die Bildung einer yorgelegten ganzen Funk- 
tion g)(x) seien h der erlaubten Operationen nStig*, wir setzen femer 
die Biobi^keit des ausge^roobenen Satzes fOr aUe Funktionen yoraus, 
die durcb bSobstena (^ — 1) Operationen gebildet werden konnen; wir 
denken uns endlieb ^e (ft— 1) ersten, zur Bildung yon g? erforder- 
licben Operationen durchgefflbrt; damn ist die ft*® Operation eine Ad- 
dition Oder eine Multiplikation, und go bat bzw. die Form 

g)(x) — A -|- J? odei* q}{x) => A • B. 

Hier entsteben A und B durcb weniger als ft Operationen, kSnnen 
also nacb der Annabme in die Normalform gebraebt werden; dann 
siebt man sofort, daB Blr g}(x) das gleiobe gilt. 

Fflr ft «- 1 ist der Satz riebtig, also gilt er allgemein ftlr jeden 
Wert des ft. 

Die Konstanten Oq, beifien die Eoeffizienten der 

Funktion und n ist ibr Grad.^) 

§ 18. Ebenso kdnnen wir beweisen: Jede ganze Funktion 
zweier Yeranderlicben x und y kann auf die „Normalform" 

(2) y) - + (<*10® H- «oiy) + • • • 

gebraebt werden. Denn betraebtet man die yorgelegte Funktion zu- 
nBobst als Funktion yon x allein, so kann man ibr nacb § 17 die Form 

Aq + A^x + Aga^-\ A^of* (Ai + ^) 

1) Yi&te, AdlogiaticemBpeoioBamyprop.XSTT'; beraufigeg.Tonv.Sohooteii, 
LxigcL Batav. 1646. 
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geben, bei der die Ag, . . A^ ganze Funktionen der 1 / und 

frei Ton ai amd. Man kann daber 


A“®oo + %!/i-aosy*+** - 

Ai - flio+ «iiy + «isy*+ • • • OimiT, 


setzen, wo nicht alle a<,„, . . . von Null versobieden zn soin branoben, 

wo aber keiqie bobere Potenz von y als die anfbritt. Tnigt man 
diese Werte fQr die A in den vorbergebendeu Ansdrnck anf der recbteu 
Seite der letzten Gleicbnngen ans § 17 ein, so entsteht (2). 

Die einzelnen Snmmanden sind von der Gestalt 

darin ibeiBt der Koeffizient, das Potenzprodukt des 

Gliedes nnd (^ + ^0 Dimension. Die bScbste in den Gliedem 
von (2) anftretende Dimension beiBt der Grad von f{Xjy).^) 

Die TTmwandlnng eiuer ganzen Funktion in die Norm^orm kann 
anf mancberlei Wegen durcbgefdbrt werden. DaB man aber dabei stets 
anf den gleichen Ausdruok gefttbrt wird, kann erst spater bewiesen 
werden. 

Die angestellten Betraobtungen iassen sicb in einfacber Art auf 
Fnnktionen von drei und mebreren Vaariablen erweitern. 

§ 19. Haben oUe Glieder mner ganzen Funktion die gleicbe, 
etwa die Dimension in den vorkommenden Potenzproduktra, so 
heifit die Funktion bomogen von der Dimension.*) So sind 
die Aggregate 

a» + 6f/, aa!* + /3y*+ys*+da;y + eyo, jpl*+ + «'§&* 

bomogene Funktionen von der Dimension 1, bzw. 2, 3. Bine ganze 
bomogene Funktion beiBt eine Form*), und zwar bei zwei, drei, 
vier, . .. Yariablen binar, tern&r, quatern&r, .... Die soeben als 
Beispiele angefObrten Fprmen sind linear binor, bzw. quadratiscb 
temar und kubiscb temar. 

Ist fp{Xfy, 0 f...) eine Form von der Dimension v, so wird, 
wenn t eine willkflrliobe GrSBe bedeutet, 

(3) 

1) In Frankieioh sagt man Grad (degr€) audh da, wo wit von Dimension 
epreoben. — TgL L. Euler, Introduotio in anal, infinlt. I, oap. 6. 

2) L. Euler, Intioduotio in anal, infinit. 1, oap. 5, § 88. 

8) G. F. GauB, Disquis. arithm. § 266. In England werden die Foimen naoh 
Oayley als Quantics bezeiohnet. 
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nmgekelirt ipt eine ganze Funktion (pj die diese Q-lelchung 
befriedigt, homogeiL von der Dimension.^) In der Tat, ist 
ein Q-lied von gp, so folgt ans der GHeicbung 

die Bicihtigkeit der Bebanptnngen. 

Jede beliebige ganze Fnnktion kann durob die Einftib- 
rung einer nenen Variablen in die G-estalt einer bomogenen 
Punktion gebracbt werden. Ist etwa f{x,yje) vorgelegt, so ge- 
nfigt es, jedes Fotenzprodnkt 

durcb 


zu ersetzen, wenn v den Grad von f angibt; oder, was anf das gleiohe 
binauslanfi^ es gentlgt, in f((B, y, 0 ) die Variablen 


iCf y, 0 


durob 


-.V-l. 

u * u * u 


zn ersetzen und das Besultat mit 11 ^ zn mnltiplizieren. Ptlr u <— 1 
kommt man auf die uisprtLngliobe Punktion f(x, y, 0 ) zurtick. ’ 

§ 20. Sind in einer ganzen Punktion die Variablen durob untere 
Indizes voneinander untersobieden, x^j x^, Xg, Xg, . . x„, dann beifit 
die Snmme 


0*o!^,-f-l*ctj4-2*o!j + 8*aj + ••• + «• 

das Gewiobt des Gliedes 


J*i**^l JM* 

Xq X^ Xg Xg ... x^ 


Vi 


Haben alle Stunmanden einer ganzen Punktion der Variablen x das 
gleiohe Gewiobt ui, so beibt die Punktion isobar vom Gewichte A. 
So ist die Punktion 

18 a^x^XgXg — 4XffXg^ — 4xi^Xg + x^^Xg^— 27 x^^Xg^ 

bomogen vom Grade 4 und isobar vom Gewiobte 6. 

Sind die Punktionen ^(xQ,Xi,Xg,...) und if{Xg,Xi,Xg,...) 
isobar von den Gewiobten ft bzw. v, so ist ibr Produkt iso- 
bar von dem Gewiobte (ft + v). Die Biobtigkeit dieses Satzes ist 
leicbt naobzuweisen. 

Im Verlaufe unserer ITntersuobungeu wei'den wir zuweileu auf 
ganze Punktionen stoBen, die zugleiob bomogen und isobar sind. So 
ist z. B. binsidbtliob der a 

27 00*0,*— 1800010,0, + 4 4 Oi'o, — 0^*0,* 

bomogen von der Dimension 4 und isobar vom Gewiobte 6. 


1) L. Euler, ibid. § 88. 
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§ 21. Die Algebra besobSftigt sioh zanScbat mit den Eigensohafteu 
der ganzen rationalen Fnnktionen; doob fdbrt die Natur ibrer Pro- 
bleme ancb zu nmfaBsenderen Funktioneu^ttnngeD. TJnter diesen sind 
banptslkdilicb die gebroobenen rationalen oder ktirzer die gebro- 
obenen Fnnktionen berrorzubeben als einfEicbste Erweiterung der 
ganzen Fnnktionen. 

Fnnktionen, die ans den Variablen nnd ans Eonstanten dnrcb eine 
endbcbe Anzabl von Additionen nnd Mnlldplikationen nnd Divisionen 
abgeleitet warden kSnnen, beifien rationale Fnnktionen. Ist eine 
rationale Fnnktion nicbt ganz, ao iat aie gebrocben. 

Ala Beiapiele ftlbren wir an, etwa 


1 , a* 

« 1 — a 


fi^) ” i-f- 2aj 4- 8a*-l-4a«' 


£ + 


»i4- 




Wie man aiebt, kann die Gestalt einer soloben rationalen Fnnktion 
recbt Terwiokelt erscbeinen; aber ancb fttr aie gibt ea eine einfaobe 
Normalform. Wir weisen naob: 

Jede rationale Fnnktion einer einzigen Yariablen kann 
anf die Normalform einea Qnotienten zweier ganzen Funk- 
tionen dieser Variablen gebraobt warden. 

Ancb bierfflr liefern wir den Beweis dnrcb atrenge Induktion (§ 17). 
Wir nehmen an, der Satz ware ftlr alle rationalen Fnnktionen riobtig, 
die sicb dnrcb bScbstens (%— 1) Operationen ans den Eonstanten nnd 
der Yariablen mittels Addition, Multiplikation nnd Diviaipn beratellen 
lassen. Wir zeigen dann, dafi der Satz ancb fdr h Operationen ricbtig 
bleibt. Da seine Bicbtigkeit fdr X; -< 1 ersiobtlicb ist, so folgt er ftlr 
% — 2, 3, 4, . . . nnd so allgemein ftir jedes endlicbe, wenn ancb 
nocb so grofie k 

Liegt ein mittels k Operationen bergdieiteter Ausdmok vor, so liefert 
die letzte, bei seiner Berecbnung Torzunebmende Operation AnfaoblnB 
fiber den Obarakter des Gesamtresnltates, ob er eine Snmme oder ein 
Prodnkt oder ein Qnotient ist, also ob er die Form hat 


A + £ oder A • £ oder A ; £, 


Dabei sind A nnd £ dnrcb weniger als k Operationen darstellbare 
rationale Fnnktionen; sie kSnnen also anf die Normalform gebraobt 
werden, so da6 wir setzen ddifen 



£ 




f 
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^0 fj gauze Fanktionea von x bedeuten. Dann wird in den 

diei mSgliohen Fallen bzw. 

A A -R 

“■ g{x)g^\x) G{x)’ 

A R ^ 

i(P)gx{x) G^xy 

A . R g i (^1 _ C?) 

g(.x)f:(x) G^ixy 

wo Ff Fi, JFj, G-f Gif Gf ganze Funktionen der Variablen x sind. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Die Reduktion anf die N’ormalfonn kann auf versobiedenen Wegen 
durcbgefllhrt warden; dabei stellt ee sicb beraus, dafi die Darstellungen, 
anf die man komml^ voneinander vereobieden sein kdnnen, was bei den 
ganzen Fnnktionen nicbt der Fall war; so bat man z. B. 

1 ■— aj fc — a* 1 — Sa; -f ffl* 1 — .u* 
i + i X* "" 1 — a;* “l + a« + a3** 

Wir werden aber spater seben^ da£ diese .Verscbiedenbeit nnr in der 
HinznftlgTing oder der Unierdrilckiijig eines und desselben Faktors im 
Zabler tmd Nenner der Kormalfoim besteben kann. 

Es sei nocb darauf anfmerksam gemacbt, dafi bei der Bildnng 
rationaler Funktionen auob Fotenzen mit negativen ganzzabUgen Ex- 
ponenten benutzt werden dllifen, da ja die Qleiobung gilt 



Die Erweitemng des BegriiFes der rationalen Funktionen einer 
Variablen auf mebrere und die EinfQbrung der Normalform aucb 
bierbei stdfit auf keine Sobwierigkeiten. Aucb den Begriff der Homo- 
geneitSt kann man bbnliob wie bei den ganzen Funktionen zur Gel- 
tung bringen: 1st der ZSbler Z(Xf y, . . .) einer gebrocbenen Funktion 
in ibrer Kormalform bomogen von der Dimension und der Nenner 
N(Xfyf ...) bomogen von der Dimension v, so ist die Funktion selbst 
bomogen von der Dimension (fi—v), gleicbgtlltig, ob diese Differenz 
(fi—v) positiv, Null Oder negativ ist, so dafi man bat 

Z(xt,gt,. ..) ^ ^ ^( x, y. . . .) ^ uA . 

2f(xt, y t, . . .'J i^J^ix, y, . . 0 N(x, y,...)’ 

So baben die Funktionen 

x + y <p*(y + ^) * 

xB — y + ** xy*—is*^ a*+y*+** 

Homogeneitfit yon den Dimensionen 0; 1, —3. 
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§ 22. Ein weiterer Solixitt znr Ansdehnimg dea Funktioxial- 
begriffes wtlrde darin beateben, dafi man bei der Bildimg yon Funk- 
tionen anch die Ansziehmig von Wnrzeln znit ganzen Wurzelexponenteu 
in endliober A.nzahl zula^t. So kame man z. B. anf 

+ Pu-^yi + '\/t—P'u—yv. 

Solobe Fnnktionen konnen wir ala radikale Fnnktionen bezeichpen. 
Fflr derartige radikale Fankiionen kn-TiTi man gleichfalla, wie fdr die 
rationalen, Normalformen aufatellen; dock werden wir nna erst 
apater mit dieaer Frage beaobaftigen, wenn ea aioh nm die ,^nfloa- 
barkeii/^ yon algebraiscben Gleiobnngen bandelt. 

§ 23. Bine Yerallgemeinenmg dea Gebietea der radikalen Funk- 
tionen iat naheliegend, nnd damii; eracbSpfen wir die Fnnktionen^ mit 
denen aiob die Algebra beaobSiffcigt. Die Variable tt heiBt eine alge- 
braiacbe Fnnktion yon x, y, a, • - wenn m eine Gleicbnng 

(4) f(x, y, 0 ,., «) « 0 

befriedigt, in der f eine ganze Fnnktion yon Xf y, 0 , . , u bedentet. 
So liefert z. B. 

M® +• icw® + yu^ + -j- 1 !— 0 

die Vai'iable u ala algebraisohe Fnnktion von x, y, 0 . 

§ 24. Ea mag nocb erwabnt aein, dafi Fnnktionen; bei deren 
Bildnng hSherO; tranazendente Operationen benutzt werden, oder die 
nnendlioh yiele, wenn anoh nur elementare Operationen beanapmoben, 
den Efamen tranazendente Fnnktionen erbalten haben. Zn aol- 
cben tranazendenten Funktiouen gebSr^ also z. B. 

f(x) « 3*; S' (®) — log X] h (x, y) — ain (x • y ) ; 

a 

— 1 + a? + aj* + 35* H — • (in infinitnm). 

Die letzte „nnendliobe Beibe^' ala tranazendente Fnnktiou anzuaebeu; 
konnte Bedenken en’egen, da fQr — 1 < | ® | < 1 die Gleiobung gilt 

9)(a;) — 1 + 35 + + a® H — ; 

allein ea iat zn beacbteu, dafi 9 (a) nnd l:(l-~a) weaentUob yonein- 
ander nuteraobieden aind; denn wSbrend 95 (a) nnr f&r | a | < 1 einen 
Sinn bat, iat 1 : (1 — a) fOr alle Werte yon a mit Ananabme yon a — 1 
definiert. 

Abnlidbe Betraobtnngen knUpfen aicb an Fnnktionen wie 

(1 — g) sin g 
Bin® ' 
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die jPiir alle Werte you ss aufier re = 0, rfc ;t, ,1; Sac, ± iJjc, . . . mifc 
der gameu SNiuktiou (1—^) ilberoiuHtimuit, fdr dioH« Aunuabmewei'to 

aber J wird. 

Ebeuso stebii ea in unsomui Boliobiui, fib wir z. B. die Kunktiou 
«/ « sin (arc fliu if ) , 

die fflr jedeu roellen Wert von x den Wort // * • .r liefert, ale ganzio 
rationale oder ols transzendente Fuuktidu autTiutscn wollon. 


§ 35* Wir wollen einige Bubrachtuugou luiatelleu, die uioh auf 
den allgemeinen Funktiononbegriif boziobuii. Dubui gehon wir von eiuor 
gonz beliebigen b\mktion f(x) von huh und i)e/.(u<dunm diuHi* Fimktiun 
knrz durch deu Bnobstaben Wir sot/.on aluo 


(6) 


II = fiw). 


Dabei heifit ic der Wort des Argnmontes odor kurz daw Argumont. 

Im allgemeinen ist juit ss zugloicli i/ veriiudorlich, doch kunneu 
audi FSJle oinfcreten, in denen y nur sohoinbar von a: uldiangt, in 
WirkLiobkeit nber eine Eonstanto ist, wio bei 


y 






S/--“ 


a* — tthx 
u Ox 


Diese EigentUmlicbkeit hat aber koinou Eintlnl5 auf uni^ere Betrauh- 
tungen. 

W^end X unabh&ngig verHnderlich iat, wird ?/ elite von 
den Werteu des x abhangige Voriinderliclio. Die Abhilngig- 
keitsboziohimg lilfit eioh duroh die AuHrochnung und die dnraii ge- 
kntlpfto Aufetellung oinor uumorisohen 'raboUo orHichtlioh machen. All- 
bekannte Beispiele hierfih* sind die Lugarithiiientufeln BOwie die Tafeln 
der goniometrischen Funktiouen. Um zu oiner Holehou Tubelle fUr 
y^f{x) zu gelangen, geben wir dem it!, uIh der unabhiiugigeii Veitln- 
derliohen, eine Reihe von Werten, etwa solohe, bei denen die Diffe- 
renzen zweier benachbarter einen konstonton Betrug d baben, wSlirend 
Xq einen fasten Wert bedeutet, so dafi diese Werte eine arithmellHcho 
Eeihe erster Ordnung bilden, 


• • •» *1^ jUj — dd, ^ — d, XQf “i™ mdf “f* JJf/j • • 

dann bereohnen wir die zugohdrigen PunkMonalworte, die in der 
Gfesialt anftreten 


■ • •$ f(po)f + + 

/‘(a^o+Sd), 
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und stellen diese beiden Wertreibea entsprechend znsammen. So er- 
gibt sicb z. B. ftir die Fonktion 

y = /(®) "= 1 + 2aj + 3a;’® 

bei {d — 1) wegen 

/•(-3) - 1 - 2 - 3 + 3.9-22, /■(~2)-l--2.2 + 3-4-9, 

/■(- 1) - 1 - 2 . 1 + 3 ■ 1 - 2, /(O) -1 + 2. 0 + 3. 0-1, 

Al) -1 + 2. 1 + 3. 1-6, /■(2)- 1 + 2. 2 + 3 . 4 - 17, 

A3)-1 + 2.3 + 3.9-34, A4)- 1+2-4 + 3.16 -67, 

f ib) - 1 + 2 . 6 + 3 . 26 - 86, . . . 

die tlbersiohtlicbe Tabelle der Wertepaare x, y, bei der je zwei nnteir- 
eiuander stehende Werfce yon x nnd yon y sicb entspreohen, also die 
Gleichnng y — 1 + 2aJ + 3®* befriedigen, 

•..-,-3; -2; -1; 0; 1-, 2; 3; _ 4|__5; ... 
y- 22; 9; 2; 1; 6; 17; 34;' 67; Se';" • • 

Fdr die gebrocbene Fniiktion 

. . 11 8 — 3 ® — 2 ® + 8 

y — g{x) — j + 2 a; “* (JL. x )(2 — ®) "" io?— s'® + ai 

ergibt siob in gleicher Ait die Tabelle der Argnmeute und der Fnnk- 
tionEdwerte 

®— ...;0; 0,26; 0,60; 0,75; 0,9; 1; 1,1; 

y- |.‘..; l,6i 1,904...; 2,666-'.; 4,8 ; 10,909..-; 00 ; -8,888...; 

1,26; 1,5; 1,76; 1,9; 2; 2,1; 2,26; 2,6; ... 

y - r~M66;' 0; 2,666...; 8,888-..; o.^); -10,909; -4,8; -2,606...;..‘. 

§ 26. In den beiden Beispielen des yorigen Paragrapben gebSrte 
zu einem Werte yon x auob nur ein einziger Wert von y. Funktionen, 
bei deuen das. eintritt, beifien eiudentige Funktionen. Jede ra> 
tionale Fnnktiou ist eiudeutig. 

GebSren zu einem Werte yon x mebrere Werte yon f{x), so 
beifit f{x) eibe mebrdentige Funktion yon x, nnd zwar je nacb 
der Anzabl ihrer Werte eine doppeldeutige, erne dreidentige, 
yierdentige nsf. Bs gibt auob unendliob-yieldentige Funktio- 
nen; so z. B. erkennen wir: die Funktion 

y — a + 1/1+® ist doppeldeutig, 
y — Vh ~-\- ist dreideutig, 
y — yi + ® + ®* ist yierdeutig, 

y — arosin® ist nnendlidh-yieldeutig. . 


Hlf 
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Diese letzte anf arc sin a; beztlgliohe Behauptung grtludet sioh 
daranf, daB ein ^ogen, dessen Sinus gleich x ist'*, d. h. arc (sin — x) 
Oder ai*c sin x dieae Eigenschafi; beibehSlt, wenn man diesen Bogeu 
nm ein beliebiges Vielfaoh.es des Kreisumfanges vermehi-t odor urn ein 
Bolohes Termindert. Setzt man also arc sin x =* f/, so ist auch 

arc sin ® — y ± bei (fc “ ± 1, ±2, ± 3, • • 

§ S7. Die im § 35 besprochene tabellarische t^fborsicht tibor den 
Verlauf fliTinr Funkiion y^fip^ durch Angabe der Werto von y, die 
zu gegebenen Werten von x gehfireu, hat den Maiigul, daB sie der 
Anschaulichkeit entbehri Desh^b setzen wir ihr eino nndero zur Seite, 
die diesen Mangel dadurch vermeidet^ dafi sie das durch y /'(ic) be- 
stinunte Abhangigkeitsyerhldtnis geometiisch daj’steUt, abor freilich 
ftlr rechnerische Verwendung weniger tauglich ist. 

Zunaohst reprasentieren wir alle Werte dor ruoUcn Zahlenroihe 
— oo, • • •, 0, • ■ -f oo durch die Gesamtheit der Punkte einer Ge- 
raden. Wir flxieren auf einer wUlkdrliohcn geradon Linie zwei Punkte 
0 und Ej den Anfangs- oder ISfullpunkt imd bzw. den Einheits- 
punkt. Die Entferuung OB nehmen wir als Lungeneinheit und 
setzen zugleioh die Richtung OB als positive, folglidi die Richtnng 
jFO als negative Richtung fest. Dann ordncn wir jeden reellon 
Zahlenweort a dem Punkt der Geraden zu, dessen Entferuung von 0 
durch die absolute Grofie von a gemessen wird, und der dabei in dor 
Richtung OB oder BO liegt, je nachdem a positiv Oder negativ isi 
TJmgekehrt ordnen wir jedem Punkte A dor Geradon den Zahlonwert 
zu, dessen absolute GrSfie gleich OA ist, gemessen durch OB als 
Einheii^ und dessen Vorzei<^en das positive oder das negative wird, 
je nachdem die Richtung OA mit der Richtung OB oder init der 
Richtung BO zusammenfalli Hiernach werden z, B. alle positiven 
Zahlen auf dem Strahl oder der Halbgeraden von 0 in der Rich- 
tung OB dargestellt; die positiven echten Brflohe auf der Strecke 
OB usf. Eine derartige Zuordnung nennt man eine Abbildung oder 
ein Bild, und zwar, wenn wie hier jedem Individunm dor einen Menge 
eins und nur eins der anderen entsprioht, eine gegenseitig eindeu- 
tige Oder ktlrzer eine ein-eindeutige Abbildung. Gewdlmlioh Icgt 
man OB horizontal und nimmt als positive Richtung die von linim 
nach rechts an. 

Bei dieser Zuordnung ist stillschweigend eine grunds&tzlich wich- 
tige Yoraussetzung gemacht, nanilin'h die, dafi nicht nur, wie ersioht- 
lich, jeder Rationalzabl, sondern auch jeder Irrationalzahl eine be- 
stimmte Strecke entspreche, G. Cantor hat wohl zuerst^) daranf auf- 
merksam gemacht, dafi diese Annahme weder selbstverst&idlich noch 

1) Math. Ann. 0 (1872), 8. 128, 
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beweisbor erBcbeiue, vielmebr ein wesentliches, rein geometrisobes 
Ajdom in siob sobliefie. — Hinsicbtlicb dieaer Frt^e verweisen wir 
auf die Darlegungen von A. Pringsbeim^) nnd nebmen bier eine 
solobe gegenseitige Zuordnnng als vorbanden an. 

§ 28. Nnn kotmen wir also die nnbegrenzte Wertreibe a? •=» — oo, 
• • •, 0, • • + oo den Pimkten einer Qeraden eindeutig znordnen nnd ge- 
winnen damit ein anscbaulicbes Bild ftlr die Werte des Argumentes 
X der Pnnktion y f(x). Die Werte der Funktion y bilden wir in 
gleiober Weise auf einer zweiten Geraden ab nnd nebmen dabei der 
Einfaobbeit balber fllr beide Geinide die gleicbe L&ngeneinbeit. Die 
erste der beiden Geraden nennen wir die X-Acbse, die zweite die 
J-Acbse. Beide Acbsen legen wir recbtwinklig zneinander in die- 
selbe Ebene nnd wablen als den Sobniti^ankt beider den gemeinsamen 
Anfangspnnkt 0. Die positiven Biobtnngen der Aobsen kSnnen wir 
wiUktlrbcb annebmen. Wir woUen festsetzen, daB die Ebene beider 
Adbsen borizontal liege; .dafi die X-Acbse von links naob recbts nnd 
die 7-Acbs6 von hinten naob vom positiv verlaufe. Dann wird dnrch 
jedes beliebige Wertepaar fQr x nnd y, welcbes wir ’durob {x’^^ajy^^h) 
Oder anob durob (xjy') — (a/6) bezeicbnen, ein Pnnktpaar anf den 
Aobsen beatimmt, und nmgekebrt, Wird nun a wiUktlrliob nnd 6 so 
gewahlt, dafi h^f(a) ist, dann entspricbt der Inbegriff dieses Punkt- 
paares {x/y) «— (a/b) der Funktion y — f{x), Dabei lafit siob auf mon- 
oberlei Arten di^ Punktpaar (x/y) auf den Acbsen unserer Ansobauung 
naber fdbren. So kSnnten wir z. B. die Yerbindungsgerade des Punktes 
a auf der Z-Acbse mit dem Punkte 6— /“(a) auf der T-Acbse als 
B^pzasentantin des Pnnktpaares (x^ a f y^V) anseben und den In- 
begriff aller dieser Yerbindungslinien ^ Bild der funktioneUen Ab- 
b&ngigkeit, die durob die Gleiobung y^f(x) zwisoben den beiden 
Yariablen x und y festgesetzt wird. Diese Darstellnng wUrde aber 
einigermafien kompliziert warden und si^ nibbt tibersiobtllob genug 
gestalten. Um einen Begriff von den eiasoblSgigen YerbEltnisBen zu 
geben, w&blen wir als Beispiel die Funktion 

und geben an, obne auf den Beweis einzngeben, dafi die Giesamtbeit 
der besprocbenen Yerbindungslinien nut der Sobar der Tangenten eines 
Eegelscbnittes, und zwar emer Parabel, identisob ist, die die. X-Aobse 
im NuUpunkte bertlbxt und die negative Seite der T-Acbse zur Sym- 
metrieacbse bat. Die Geraden spiden dabei die EoUe von „Linien- 
koordinaten*' der Parabel.^) 

1) Snzyklop. d. math. Wiss. 1, A 8, Nr. 4, S. 58, 

8) Der^ge DarsteUxmgen aind dnioh Fldokei in - semen ^AnalytUeh-geb- 
metriaohen Snt^oMtmgeii** (1881) elngefCIbrt warden. 
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Eine andere Darstellung des Punktpaares (x/y) wilrde sich er- 
geben, wenn man als Beprasentanten des Punktpaares (x a f y h) 
den Ereis wahlt, der durch beide Punkte und duroh den Sobnittpunkt 
der Aohsen LinWoh gebt. Dabei wtode das Abbangigkeitsverbaltnis 
duroh eine eigeuartige Schar von Ereisen dargestellt werden 

Zu einer einfaoheren Veransohaulichung eines Punktpaares (Xi/y^) 
kommen w auf folgende Weise: Wir ziehen durch Q, den Punkt der 

horizontalen Aohse, eine Parallele 

— zur vertikalen und duroh B, den 

^ Punkt yj der vertikalen, eine 

I Parallele zur horizontalen Achse 

I und nehmen den Schnittpunkt 

Q I der beiden Parollelen als Bild 

0 E xt des Punktpaares {x^ly^). Die 
Aufeinauderfolge der so erhal- 
tenen Schnittpunkte entspricht der Beziebung 
y^f(x), derart, dafi die Werte OQ OB^^^y^ 
jeder so erhaltenen Schnittpunkte P’^ix^/y^) die 
Gleiohung y, — f(xi) befriedigen. Wir sagen, P 
babe die Abszisse 0(J«=aa^ und die Ordinate 
OB-^y^-j wir nennen und y^ 4ie reohtwinkligen Eoordinaten 
des Punktes P. 

Da es Woht mSgUch ist, zu jedem Punkte Q der Z-Aohse den 
Punkt P mit der Ordinate y (a?) zu besetzeu oder zu konstruieren, 
so muB man sidh damit begntigen, eine Anzabl nahe aneinander lie- 
gender Punkte zu y — /’(a?) zu zeichnen, um daduroh eine Anschauung 
zu gewinnen>) YgL § 30 fiber diesen Punkt 

Wie man sieht, versagt diese Darstellung, sobald man bei den 
Eoeffizienten oder den Yariablen das Gebiet der reellen Grofien verr 
laBt und komplexe Werte zulfiBt. 

§ 29. In S hnli o h er Art wie von y'**/’(®) in der Ebene kann man 
unter Benutzung des dreidimensionalen Eaumes eine Abbildung der 
Punktionen 

von zwei Yariablen x und y erlangen. Hier sind x, y unabhangig 
verfinderlich, wiihirend der Wert von b zwar im aU gflitiAinATi verander^ 
lioh, aber dabei ‘ doch von den Werten des x und des y abbSngig ist, 
so dafi zu jedem Wertpaar (a^/y,) ein Wert oder mehrere Werte von 

1) Die BjstematiBohe Benateong der Eoordinaten znx Untersnohiing von 
Enrvm Bta^t von Descartefl (1608-1660) her. AbazuBe und Ordinate Bind 
von Leibniz^ Acta Bmd. 169S, Eoordiiuiten genannt worden. 
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ss, Termoge der Gleiclimig y^) gehoren, die sich aus dieser 

Gleioliimg berechnen lassen. 

Fdr die Darstellxuig der (x/y) behalten vir die im vorigen Para- 
graphen benntzte Ebene bei und fdr die Earstellmig des e wablen 
wir elne in 0 senkrecbt auf dieser Ebene sbehende Gerade, die 2rAohsa, 
von gleicber Langeneinbeib wie OJE. Die, dbrigens willktlrliche, posi- 
tive Bichtung der ^Aobse woUen wir folgendermafien fesGegen: Ein 
Beobaohter stehe in 0 anf dei- X F-Ebene so, dafi er, Iwgs der pOsi- 
tiveu Halbaohse der F-Aobse entlang sehend, die positive Halbaobse 
der X-Aohse zur Beohten hat; dann soil die positive Halbachse der Z- 
Achse so gewahlt werden, dafi sie duroh den Beobachter hindurch geht 
in der Bichtung von den Ftlfien zum Bopfe. 

Dm jetzt das Pnnkttripel (x^lyif^i) geometrisch darzustellen, 
wahlen wir auf den drei Achsen je einen Punkt Q, Hy Mf so dafi 
OQ""Xi, OJR’^y^f wird, unter 

Berfioksiolitigung der Vorzeichen. Durch 
jeden der A^senpunkte Q, BfM legen wir 
eiae Ebene, parallel zu den beiden andem 
Achsen, bzw. QPN, BPN, MLN. Diese 
drei Ebenen schneiden sioh in dem Puiikteif, 
der als Beprasentant von (a^/yi/j^i) gelten 
soU: JV- 

Die Gesamtheit aller Trip el (%/2/iAi)) 
die der vorgelegten Gleichung <>1 — ^i) 
gentlgen, liefert flir N als 0:rt eine EEkdie, 
gelten kann. 

§ 30. Wir haben bereits am Schlusse von § 28 auf einen noch 
nSher zu untersuohenden Punkt aufmerksam gemaoht. Es kSnnen bei 
der geometrisohen Darstellung der zu gehSrigen Wertepaare 

(x/^ im allgemeinen nur Bildpunkte in en^icher Menge angegeben 
werden; man mufi sich folglioh damit begntlgen, nahe aneinander lie- 
gende Werte von x anzunehmen, die zugehorigen Werte von y zu 
bestimmen und dann die zwisohenliegenden Werte passend zu erg&^n. 
Das kann aber nur dann zu brauchbaren Besultaten ffihren, wenn bei 
geringer Anderung der unabh&ogigen Tariablen auoh die abhiingige 
nur geringe Anderungen erfahrt, wenn also, wie man sagt, die Funk- 
tion stetig oder kontiuuierlich isi Dafi die Stetigkeit koine not- 
wendige Eigenschaft aller Funktionen ist, zeigen die Beispiele 

fits) - S (p), ^ (a) - to 

aus § 16; ninrimt x bei ganzzabJigem poativen Werte urn beliebig wenig 
ab, BO vermindert sich sofort der Wert von f^ JS(x) 'am eine Bih- 

Haitoi Algelm ^ . 



die als Bild der Gleichung 
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heit. Bei der Funktion g(ai) tritt fftr a; =■ 1 TTnstetigkeit ein, wie be- 
reits in § 16 angegeben worde. 

Es sei {gs^jy^ ein Wertepaar, das die Gleicbimg 

• yo-Z’W 

erfailt. Pemer sei (arj + "K) ein zweiter Wert der Variablen x (bei 
positivem oder negatiyem reellen li)^ and der zugebbrige Fnnktionenwert 

also wird (a;© +^7^0+^) Pnnktion 

(6) y -/■(?») 


gehdrigea Wertepaar. b bzw. Tc wird als Zawacbs oder Inkrement 
von X nnd bzw. von y bezeiebnet. Wenn mit abnebmendem und 
znr Grenze l^nll gebenden h anob h zur Grenze Nall gebt, 
d. b. wenn 



■ !: .ii j 

. 1 ;■«! 

J ni; : 

i i in 'ii ‘i 


lim (f(XQ + b) — /■(aio)) « 0, 

dann beifit f(x) an der S^lle x^ stetig. Es ist also dann m5g- 
licb, zn jedem beliebig Ideinen, g^ebenen absoluten Werte ^ einen 
absolnten Wert \ zn beatimxnen, so da£ stets 

(6) l/(?*ii + A) ~/‘(a?o)| <^, wenn |A|<Ao 



ist. Wir woUen einige elementare Eigenscbaften stetiger Punktionen 
berleiten. 

§ 81. I. Sind die beiden Punktionen f(x) und g(x) an der 
Stelle Xq stetig, so ist es auob ibre Summe. Der Yoiraussetznng 
naob kann man zwei Werte und so bestimmen, daB 

|/'(®o+ A) — f(a;o) | < I A | < AJ, 

und 

|y (®b + Aj — g^Xo) I < Y Ao, wenn 1 | < 

denn oiffienbar darf in (6) aucb -^Aq an die Stelle von Aj, gesetzt werden. 

1st nun \ eine absolute Grdfie, die kleiner ist als die kleinere 
der beiden Qrofien W W so wird 


l/’(®o+A) — /■(a\,)|<YA^, 
|y(«o+A)-5r(a^)|<-^Ai„ 


wenn |A|<Ao. 


Durob Addition eigibt sicb bieiaus (vgL Grundlebren, .1, 1, S. 369 flF.) 
I C7*Ca\) + A) H- g{xQ + A)) — {f{x^ + ^(a?^)) | < 

wenn |A|<Ao; 

damit ist der Beweis des Satzes geliefert. 




SteHgkeit 


n. Sind die beiden Pnnktionen f(x) und g{x) an der Stelle 
sBq stetig, so ist es ihr Prodnkt gleiclifalls. Wir sucben ancb hier 
eia Sin ^ geboriges fdr (6) zn bestixnxnen. Ss sei die absolute 
GroBe J. grofier als die grofiere der beiden GrSfien |/'(.ro)| nnd |^(ai))|. 
Femer nehmeu. wir von vornberein ^ < 4J.*, was erlanbt ist, da 
Hm A'o » 0 ist, und bestimmen eine absolute (^dBe JT, die der Be- 
dingung 

genflgt. Ersetzt man in (6) \ dm*ob diese GrSfie JT, dann lS£t sicb, 
wie im Beweise des vorigen Satzes 1 gezeigt ist, eine absolute Gfrdfie 
\ so bestimmen, dafi zugleiob 




wenn | A | < 


ist. Daber wird 


I + h)g (xQ-\-h)- W | 

- I (fiiHo + ^0 - A«b))OCa?o + ^) — ff<^Q)) + — 9(^o)) 

i-g{w,)(f(g:o + h)---f(g!^)\<KKi-AK + AK^£?+2AK 

’ < 4^ (1 - Ai) ’ + - A) - ^ (l - O-*) > 

und da A:q< 4.4^< 3 <4^, also die ElammergrdBe positiv ist, 

I + ^) — /■ W I < Kj I A I < ^ . 

Damit ist der Beweis des Satzes 11 geliefert. 

ni. Sind die beiden Funktionen f(x) und g(a}) an der 
Stelle Xq stetig, und ist g(asQ) von Null verscbieden, so ist 
aucb der Quotient f(x) : g(x) an der Stelle Xq stetig. 

Die GrSBe A mbge gr5Ber sein als die grdBere der beiden GrSBen 
\f{x^)\ und |/7(fl!b)|, und |^(a;o)l JB bezeidbnet. Die GriJBe 

\ nebmen wir, was wegen lim — 0 mdgliob ist, von voniberein 

2 jd. 

kleinei* an als und wablen endliob eine Gb’OBe 

r ^ 

Dann kBnnen wir eine absolute Grbfie so bestimmen, daB man bat 


IgifBQ-jrh) -g(Xn)\<L, 


wenn [ A | < ^^ . 
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Nun wird 

/’(gb+?i) _ ^ — A^))) ’Z.W) Aao) 

^LA-{-LA 

da im leizten Ausdmoke gegen den vorletzteu der ZHliler vermehri; 
und der Nenner verpiindert worden ist. Weiter folgt, weim wir den 
Werfc von L eintragen, 

fix,) 

flf (ajo -j- 9(0^) J3 -j- 2 id) (J?“ — JB‘ A'o : [Aj B + 2 Ajj 

^ (fto B H- %^B*~B% <^i- 

Hierduroh ist der Satz III dieses Paragraplien bewiesen. 

Die im letzten Tlieoreme ansgesprocbene Bosohr&nkung auf 
SteUen Xq, in denen der Nenner gOs^) nioht verschwindet, erweist 
sicb leicht als notwendig. So ist z. B. fQr die Funktiou 

das Inkrement ® 

Jc - fe±-^) „ fe) „ _.A L « ... - 

9iXo) ” «o' +)i iii' “ xfy hx^* 

die Funktion y an alien SteUen Xq + stetigi fftr iCp «» 0 dagegeu 
nioht, weil k filr beliebig Meine Werte von k stets uiiondlich groU wird. 

Bedehkt man nun zusammenfosseud, daB orstons jede Konsttinte ala 
stetige Funktion von x angesehen warden kann, bei der dor ZuwacUs k 
Bogar stets gleioh Null wird; und doB zweitens y ^ x oine stotigo 
Funktion von x mit k^h is^ so folgt aus den drei in diosem Pam- 
graphen bewiesenen Sfitzen, doB jede rationale Funktion fUr jodon 
Wert des Arguments, der den Nenner nicht zu Null maclit, Stetig- 
keit besitzi 

Ist eine Funktion fOr aUe zwisoben x ^ x und aj ■* 6 gologenen 
Werte stetig, so heiBt sie ftlr das ganzo lutervall (a, ...>&) stetig. 
Nach dem soeben Besprochenen gilt also das Theon^m IV; Jede ra- 
tionale Funktion ist fdr jedes lutervall stetig, in dem sie 
nioht unendlioh groB wird. 

Es mSge hier nooh ausdrdoklioh darauf hingewiesen werden, doB 
weder die Definition (6) der Stetigkeit nooh die daraus hergoleiteten 
Satze dieses Paragraphen reeUe Werte der Koeffizicmton odor des Ar- 
gumentes der Funktionen voraussetzen. 

§ 52. Wir haben den BegrifP der Stetigkeit in der ausgesprochenen 
Absioht eingefohrt, die geometrisohe DorsteUang von Funktionen zu 
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reohtfertigen; wir komien diesen Begiiff fiber fincb. als Grundlfige zu 
weitergebenden 'Oberlegongen benutzen. 

Wir vergleioben. den Zuwacha h des Argumentes mit dem Zu- 
wfichs — f{x^ der ganzen Fniiktion f(x). Be sei die Nor- 

malform ^eser ganzen Funktion 

f(x) — a^af* + + OjiB""* h + «*; 

dflnn liefert der binomisohe Satz 

f{x-{-h) = ao(® + ^)" + + H 1“ + 

=* aQ^ai^-\- naf^-^h + h ^"] 

4- «,[**-•+ + (““*)*"-***+ • • ■ + A*-*] 


+ “,-i[» + A] + V 

Naob steigenden Potenzen yon h geordnet ergibt dies 

f(x+h) — + + + a»-.iic + aj 

+ [naoa!"~^ + (n—1) «!«»’•“*+ («— 2)aja!”“®+ •••4* ^n-Jx 
4- [n(n— 1) ocoaj*" * + («— 1) (» — 2) a" " * ^ 

+ (w— 2)(»— 3)a,fl!»-* + h 2 • la„„|] j-g 

+ ao^"* 

Dies scbreiben wir abgektlrzt so: 

(7) + A) - /•(*) + rw T + r (®) ^ + f + • • • + ^ - 

indem wir setzen 

f(x) — naoa5"“‘ + (n— l)aia!**“*4*(»— 2)aja:""’*4 

4 - (»- 2 )(»— 3 )ajaf -* 4 - • ■ ' H - 2 • 


Den Ausdruok f(x) nennen wir die erste Ableitung oder ktirzer, 
wfflin Mifidentungen ansgescblossen Bind, die Ableitnng yon f(a!)’j 
weiter f'(x), f‘*'^(e) die zweite, die dritte, . . die 

n*“ Ableitnng yon /:(«). 
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Eeduziert sich f{x) anf eiu einziges Glied 

so wird f{x) ^ XaiX^~\ 

Exscheint f{x) als Summe zweier ganzer Funktioneu 
(8) f{x) — ^(a?) 4- *(»), so wird f{x) — g\x) + y{x). 

Aus diesen beiden leicbt ersiohtliclien Satzeu folgi^ dafi /"'(d?) die 
erste Ableitung von f(^ ist, und dafi allgemoin die (a 4-/5)*® Ab- 
leitung die o*“ dor /5*“ iri imd auoh die j8*® der a*®". 

§ 88. Wir baben soeben die Ableitnng einer Summe ^(a;)4-^'(a?) 
ans den Ableitungen ibrer Summanden bergestellt; wir fn^eu jetzt 
naob der Ableitung eines Froduktes zweier ganzen b'unk- 
tionen /“(aj) — Es ist 

9{x 4- h) - g{x) 4- ^{x) 4- f(x) + • * • ; 


also 


+ h) - J(a) + A + r^x) jAj + . . 


f{x 4- ^) — g{x-\-h) 'k{x-\-h) — g{x) h(x) 4- W(p)K^) 4- ^ 4 — » 

d. b., wenn wir den KoefSzienten von ^ reobts gleiob der Ableitnng 
von /■(a?) setzen, 

(9) l>(«)^(«)r - W 4- 9{x)'kXf»). 

Sobreiben wir dies in der Form 


\g{a)Kx)'\' ^ *'(«) 

^ 9{(b)’^ Him) ' 


g{ai)k{fB) 

so beweist man durcb strenge Induktion leiobt die G^tigkeit der all- 
gemeinen Formel 


( 10 ) 


L aal 

nfa<P) 


^ fM' 


Warden die r Faktoren des Froduktes einander gleiob, so ont- 
stebt aus (10) die speziellmre Form 

(1 1) (95 (a!)")' — n 9P (a;)" - 1 • g/lp) . 

Fflr das Produkt 

g(x) - {x—(Cf{x — Vf{x-~o)r . . . 
folgt aus (10) 

( 12 ) 


5^^)- « . ^ y . . 9 


— " 4- I y I L 

x—a ■ a — c' “ i'l-ij 

• r 

Es bei£t dies:rdie Fartialbruobzerlegung von g'lx) : ^^(aj). 



Ahleituntj wm Prtuiukt wid QuotieiU, TtmgcnU' B9 


§ UuHiti'M iJiiiiuition tier Ablcitun);i; RtUtzto Rich auf die Dar- 
Htollnnj^ (7) von /*(•>• f /<) hi eiiio ondlicho naoh ?oton/ou von h fort- 
achroitendc Auh ilir folfjt mm 


(13) 


H-'O 


imd dicHO (Utdcliun^ i’dr f'(x) Uummn wir aln woitt'rj^tdumdc, allgti- 
ineiuerp Deliniiitm tier Ahloitun^ vtm f(x) mdimeu. Datiach irUJt Rich 
dio Ahloitnn^? tlt’H Qimtimitioii '/.wtiior gaii/iOii Funktioiittii 
g{if) ; k(x) leitdit b«st.iiiiimm. Mr wird 

ti{x 4’ h) nix) |f/i.r 4- h) -- — \kix d * h) -- k{x)]g[if) 

/■(jf f'A'' kix h)k(jx) * 

und darauB tlurnh DiviHitin nut h 


(14) 


;™1 «■(* + *) 4(a))-" 

» lim j J- t(a) ■ ' ■ *'®>//(90 ) ! |;f(* + /*)*<•*) I, 

rj/ixVi' |A(r)A:(ji;) — ff{iit)k\x) 


A-CaO* 


IiwbeHtmden) orhult man fdr r/(a?) -« 1 und g*(ui) ■■ 0 die Abloi- 
tnng der raztproken Kunktiun van ntimlich 

k\sr) 

Kin andcrcti Btuspiul, whIcUph auch hub dem Horciobo dor ganzon 
Funktioupu lierAunfllhii, int dati fotgonde. Kb nei dio Fiinktion vorgolcgt 


(15) 


[4^' 


diuiii wird 


smu;} 


und 


f\x 4- //) - /'(«) — »iti (it* 4' k) — Bin » — 2 ooh (aj H- J j Bin 


f{x j h\^nT) 


COB 


(*+v) 


. im- -- 
h\ i 


Nun ifit luioht duroh geometiuohe Betraohtungen einfkchstor ITatur 
zu Koigon, daB fdr abiiehmonde und zur Grenze 0 gehonde Werte von a 


dU t a 

lini ' «* 1 

«■» • 


wird. Danaoh foigt 
(16) f'(a») -• (|iha?y— ooiflf. 
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llmlioh beweist maa die Beziehung 

(16ft) (cob — Bin a; . 

AUgemeiner findet maji 

J (sin (aa; -H &))'— + a • cos (aa; + b) , 

^ ^ (cos Ca£P -f 5))' — — a • sin (arc -f 6) . 

§ 35. Die geometrische Yeransebftulioliung konnen wir anoh bier 
benuteen; tun in das Wesen imd die Bedeutang der Ableitnng tiefer 
einsndringen. 

Die Enrve AO der Fignr sei das Bild der Funktion 
Auf ibr mSgen die beiden Ponkte 

A — (x/y) nnd 0 — (a; + ^/v + A) 

liegen, so dafi 

OJB «— X , BA — y — /"(aj); 

Ofif — a + A, A — /"(aj + A); 

5G^-A, i)0-A-./^(a; + A)-/’(a;) 

isi Daraiis folgi: 

f{ai + K) — f(x) h 3JO . -nAn t 
■ — -g -— ' - T - gff ° - taagi. 

Lafit man jetzt BG^h znehr und mebr abnebmen nnd zur 
Grenze 0 geben^ dann wird der Pnnkt 0 sicb anf der Eurve dem 
Pnnkte A nabem nnd scbliefiliob wird G mit A znsainmenfallen. Da- 
bei drebt sicb die Sekante BAG nm den festen Pnnkt A und gebt 
in der Grenzlage fiber in die Tangente TA, die im Pnnkte A an die 
Enrre y »> f{x) gelegt warden kann. Bildet diese Tangente mit der 
positiyen Bic^tung der E-Acbse den Winkel <8', so folgt 

y' — f(x) — lim tang r — tang 8, 

AaiO 

d. b. die Ableitnng f'(x) =» ^ der Funktion f(x) — y ist die 
goniometriscbe Tangente dee Winkels, den die geometriscbe 
Tangente im Pnnkte (a;/y).— A der Kurye y^f(x) mit der po- 
sitiyen Eiobtung der a;-Acbse bildet. Wir wollen dies kflrzer 
so ausdrQcken, dafi wir f(x) als das SteignngsmaB der Tan- 
gente an die Kurye y^^fix) im Pnnkte A bezeicbnen. 

§ 86. Wir beweisen jetzt denfolgenden, ftlrsp5tereUntersnobungen 
notwendigen Hilfssatz: 1st 

OiA-f aj,A*-f- a^A®-l \- a^A* — g>{K) 

eine ganze Funktion Grade^on A obne konstantes Glied, 
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BO kaun man zn jeder gegebenen beliebig kleinen, abBolnten 
GrSfie Xq eine absolute GrSfie % bestimmen derart, dafi 

I cp(h) 1 < Xq, wenn |/i| < 

genommen wird. In der Tat hat man, wenn |A| •» 17 und |a^| — 
fdT (> — 1, 2 , . . » gesetzt wild, sobald a die grdfite oder eine der 
grbBten unter den n GroBen c^, bedeutet, 

\(p(h)\ ^ Oil? + 0,1?*+ «8’?®+ 1- ^hV'* 

^ a(i2 + i?* + 0?®H Hi?“) 

<a(i? + i?* + i?* + ---)"i-^“* 

Setzt man in diesen letzten Bmch ftlr 1? den Wert 

( 18 ) 

ein, so wird ana dieser tJngleichung die Beziehung entstehen 

\9>(Vo)\<^, 

wie behanptet war. 

Man kann daher, wenn in der ganzen Fnnktion q)(h) die Eoe£&- 
zienten und das Argument h reel! sind, den Wert yon (p(h) dnroh 
die TJngleichung 

— Xo < 9)(A) < + Xo (~i?o<^‘< + ’» 7 o) 

eingrenzen, wobei die reelle Grdfie 9^ beliebig klein gegeben, und i?o 
duroh Xg vermittelst ( 18 ) bestimmt ist. 

Daraus kann man folgenden weiteren Sofalufi ziehen. Sind in 
der ganzen Fnnktion 

Og + Oi/i + a,h* + aj,^» H h — ^{h) 

h und die reell, und ist Og von Null yerschieden, dsnn 
kann man eine Grdfie tjq so bestimmen, dafi ffir alle |i?| <i?0 
das Yorzeiohen yon niit dem yon Og tlbereinstimmt. Dazu 
reicht es aus, I ^0 1 ^ nehmen. 

§ 87 . Yersteht man unter dem Symbols 

sgntt den Wert + 1 , 0 , — 1 , 

je naohdem w eine reelle positiye, yerschwindende oder negatiye Grfifie 
ist, so wird jfdr die Fnnktion 1^ des yorigen Paragraphen 

sgn - sgn Og, wenn — i?o < A < + i?o 

ist.‘) 


1 ) „Bgn a“ spiioh ^Bignuni a". Das Symbol „Bgix“, ala AbkOrnuig des 
WorteB Signom Zeiohen, iat yon L. Kxoneoker ^gefdhrli und yerwertet 
wordea (fieri. Ber. 1884, S. 619). 
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Ztoeites Kc^itA, Fvnktionm 


Wir wenden diese Ergebnisse aaf die Qleicbung 




+ /^"K®o) 


(.*-1 


an, in der ein Wert des AxgumenteB x ist, fdr den f{x^ niobt 

rersohwindet; wir erkennen dann^ daB fOr die Yorzeioben die Beln- 
tionen 

BfiP [/"(a^o + b) - /■(a?o)] - sgn fM 


gelten; wenn h innerbalb eines gewissen Intervalles ( — ^o; ' * *} H*- 77o) 
angenommen wird. 

1st f(xQ) positiv, dann ist bei A>0 auch 
bei A < 0 andh f(xQ-{- h) < /’(fl?o); d- ^ Argument und Funktion ^dem 
sich in gleicbem Sinne, oder, wie wir sagen^ gleiobsiunig. 

Ist f(iCo) negativ, dann ist bei b>0 umgekehrt f{xQ+h)<f{XQ)f 
und bei A<0 umgekehrt f(xQ+h) > /“(aro); d. b. Argument und Funk- 
tion andem siob bier in ungleiobem Sinne, oder, wie wir sagen^ un- 
gleiobsinnig. 


§ 88. Wir bebandeln einige Beispiele: 
I Sei 


es folgt 


y — a«*+ 26a; + e 
y' — 2(aa; + 6). 


(a>0); 


y' wird also negatiy auf der Halbgeraden von — oo bis — ~ und 
positiy auf der Bblbgeraden yon — bis + ooj denn innerbalb 

(— 00; . . •; *”■!") aa; + 6 negatiy, und innerbalb (*“ "j; • • •; + ®°) 

ist ax-\-T) positiy. Im ersten Interyalle fallt denmacb die Kurye, 
wenn man sie in der Bidbtung yon liTiVgf naob reobts duroblauffc; im 
zweiten steigt sie. Bemerkensweirt ist das Yerbalten der Kurye im 

Punkte, der zu a; — — ^ gebort; yon da aus steigt sie naob beiden 

Seiten. Fllr diesen Punkt ist — 0, das SteigungsmaB der Tangente 
also 0, d. b. die Tangente yerlaufb borizontaL' 

n. Wir betracht^ zweitens die Funktion dritten Gfradea 


y — a;®+3a; + l, 
bei der sicb ftlr die Ableitung 

y'-3(a;* + l) 

ergibt. y' bleibt fOr alle reellen Werte yon a; positiy; folglicb w&obst y 
bbersJl mit zunebmendem Argdunente. . 
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UI, Ein drittes Beispiel sei duroh. 

y = a;8 — 3a; -f 1 


gegeben. Die Ableitang der Funktion wird 

y'mm 3a;®— 3 — 3(a: + l)(a;— 1). 

Filr jeden Pankt x z’wiachen — oo und — 1 sind beide Klammeni der 
recbten Seite negatiy, ihr Produkt ist also positiy; f(ir jeden Punkt x 
zwisoben — 1 und + 1 ist die erste Elammer positiy, dagegen die 
zweite negatiy, ibr Produkt also negatiy; fOr jedes a? > 1 warden 
beide Klanimem und daber ibr Produkt positiy. Daraus eri'eicbt man 
die Besultate 

zwisoben a; — — oo und a? — — 1 eteigt die Kurve y — a;® — 3aj + l 

bei waobsendem x, 

zwisoben a;™ — 1 und aj«“« 4 -l di© Kurve — 83 ;+! 

bei waobsendem x, 

zwisoben a;— + 1 und a; — + 00 steigt die Kurye y — a;® — 3a; + l 

bei waobsendem x. 

Eiir die Grenzpunkte dieser drei InterraUe bestimmen wir die zuge- 
bdrigen Kuryenpunkte und finden 

(x/y) - (- 00 /- 00 ), (- 1/+ 3), (+ 1/— 1), (+ 00 /+ 00 ). 


Im zweiten Interyalle gebt das Steigen der Kurre in Abnebmen, 
im dritten aus Abnehmen in Steigen fiber; bei den beiden mittLeren 
yerlaufen die zugebSrigen Tangenten horizontal. Diese Besultate geben 
wobl bereits eine klare Ausobaunng yom. Yerlaufe der Funktion sowie 
yon deren geometrisobem Bilde. 


9 39. Die beiden Beispiele 1 und UI des yorigen Paragrapben 
baben es uns nabe gelegt, die Punkte zu untersuoben, in denen die 


Ableitung yersobwindet. Dazu fQbren 
wir folgende Begrijffe ein. Ist fOr das 
Argument Xq der Wert /(x^) grdBer 
als alle Werte /(x^ + b) fOr die TJm- 
gebung (a;o - i/o < + ^ < + %) 

beliebig kleinem aber endlidben 
BO sagen wir, dafi /‘(a;^) ein Maxi- 
mum sei; und in ubnliober Weise 
definieren wir ein Minimum yon 
f(x) als einen Wort yon f(x)j der 
kleiner ist als alle benaobbarten einer 



beliebig kleinen endJioben Umgebung. Maxima und Minima fassen 
wir unter einen aUgemeineren Begriff als Extrema zusammen. 


ZweiUs Sapitel. Funkiionen 


Dafl das Auftrefcen einea Extrema f(xQ) daa Verachwinden von f{is^ 
zur Folge hat, ist klar; daB aber umgekehrt daa Verschmnden von 
f{x^ nioht notwendig ein Bxtrem /‘(ajj) znr Folge hat, mag zuniichst 
ftiTi Beiapiel zeigen. 

Es sei vorgelegt die Funktaon 

y n f(x) — a!®— 3®* + Sa; + 1 ; 

da™ wild 

y'-r(a!) - 3(a;»-2a; + l) - 3(a;- 1)», 

alao verschwindet die Ableitnng f(x) nnr fftr a; — 1. Dieser Wert a; — 1 
des Aigumentes liefert aber 

fil i-h) - (1 + 3(1 + A)«+ 3(1 + h) + 1 

-7i»+2. 

L&Bt man von A daa Intervall (— %, . . + Vo) durchlanfen, ao wSohat 
/(1 + A) mmnterbroohen; ea tritt dabei kein Extrem auf. 

Die Dmkehnmg dea obigen Satzes tlber daa Auftreten einea Ex- 
trema ist also nicht nnbedingt zulasaig; denn unter den Stellen, an 
denen f'(sB) gleioh Noll wird, kann es soldhe geben, zu denen kein 
Extremnm gehort. Die IJnterecheidnng der . verschiedenen mSglidien 
Mle ist nioht achwer. Ea sei *“ ^5 wenn dann x wachaend 
dnich Xq geht, kann viererlei einketen: 

L f(x) ik vor Xq poaitiv nnd nach Xq positiv; dann wachat f(x) 
vor Xq und nach x^-^ es tritt kein Extrem ein; 

EL ist vor x^ positiv xmd nach x^ negativ; dann wSohst f(x) 
vor Xq imd nimmt nach Xq ab; es tritt in ein Maximum ein; 

nL f(x) ist vor a?o negativ nnd nach Xq positiv; dann nimmt 
f{x) vor Xq ab nnd vrilohst na<& Xq] ea tritt in ein Minimum ein; 

rV. f (®) ist vor Xq negativ und nach Xq negativ; dann nimmt 
f(x) vor Xq nnd nach Xq ab; es tritt kein Bxtrem ein. 

Man sieht^ daB im ersten Falle f{x) bei Xq ein Minimum hat; 
nnd im vierten Falle bei Xq ein Maximum. In alien vier Fallen ist 
die Tangente in (sBo/yo) parallel der X-Aohse; im eraten und im vierten 
Falle 8(ineidet die Tangente die Knrve; im zweiten verlauft die Kurve 
nnterhalb nnd im diitten oberhalb der Tangente bei hinreichend klei- 
nen Werten von h. Da nach einem MaTitniTm die Funktion fallt und 
vor einem Maximum steigt, so kSnnen zwei Maxima nioht unmittel- 
bar anfeinander folgen; d^ gleiche gilt jpttr zwei Minima; es kSnnen 
also nnr nn^eiohartige Extreme unmittelbar anfeinander folgen. 

§ 40. Ftlr die Berechnnng der Extreme einer Funktion wBhlen 
wir noch daa folgende, etwas verwickelte Beispiel. Bs aei bei ganz- 
z ablige n Exponenten a nnd /3 die Fimktion vorgelegt 

/’(a?) — y — (a — (a<&;a>lj/5>i). 
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Nacli dem Voraufgeliendeii muB jedes x, dem ein Eitrem zagehort, 
die Gleichung 

f(x) - y' — (o — a;)“- ^ (b — xy-^ [(a + ^)x — {ab + ^a)] » 0 

erfOUen. Es konnen also bei der Aiifaucliiing eines Extrema nui' 
drei Werte ftlr x, namlioh 

f a& -4- iStt 

*1-0; x,-h\ 

in Frage kommen. In. der Tat macbt ajj— »a den Faktor (a — 
za Null, da £e > 1 ist, new. Nun siebt man, daB die beiden Diffe- 
renzeu 

a + j3 » ® a + /5 

positiy sind, so daB 

O < iTj < 6 

wird, Xi daber zwiscben a und b liegt. Es kann also bScbsteus ein 
Extrem im Intervalle (a, . . c) geben. 

Femer findet man 

fW ” (- : 

folgliob wird f(x^ 4" 0 

sgn/'(a^)-Bgn(~l)" 

Da f{a) — 0 und aucb f(b) — 0 ist, wSbrend f{x^ + 0 wird, so 
nimmt /‘(a;) zwisoben a und b mindestens einen extremen Wert an, 
und da f{x) nacb der eben gemaobten Bemerkong bBobstens einen sol- 
oben annebmen kann, so tritt im Innern von (a, •••,&) wirkliob einer 
bei x^ und nur dieser eine auf. Ist a gmade, also Bgn^(a?s) +, dann 
ist dies ein Maximum, bei ungeiadem a dogegen ein Minimuin. 

Um den Verlauf der Funktion f{x) in der Umgebung des Punktes 
(xjy) ""{a 10) zu untersuoben, bestiinmen wir ftlr ein kleines posi- 
tiyes h den Funktionedwert 

/•(a - - /»“(b - a -t- 

und erseben daraus, daB f(x) links von a; »■ a im Positiven yerlauft, 
wabrend aus 

f{a + h) =» (— — a — Kf 

folgt, daB bei geradem a auob recbts yon a; » a die Funktion f{x) 
positiy ist, also bei a? a ein MinimuTn hat, und daB bei ungeradem a 
reohts yon a; — a die Funktion f{x) negatiy ist, also bei a; — a kein 
Extrem bat, sondem durob Null g^t. 



48 JDrUtts KapiUl. EUtm^iareigmadiaften ganaer Fwtktionen einer Varied *1* '*^ 

§ 48. Die Formeln (2) oder (3) iiefem eine Losung’ ^ 
atellten Aufgabe; aber es £ragt sich, ob dies die einzige ist, od<.<i * 
noch eine andere ganze Funktion Grades die gestelD'^'** ^ ^ 
dingUDgen befiriedigt; mit anderen Worten, ob die Differed z 
ganzen Funktionen Grades 

Kx)^f(jB)-g(x) 
fflr (» + 1) Werte dea Ai^umentes 

X — Xqj X^j Xg, x„ (sSa ^ i 

versebwinden kann, ohne identisdb gleicb Null zu werden. Gewt^txt^ 
man hatte 

h{x) — f- c^_^x 4- c«; 

worm nicht alle c gleicb Null sind, so ware der Annabme nuoli 

K®o)“0» — 0, ..., — 0. 

Daraus folgt zunaebst, wegen der ersten dieser (n + 1) GleioliiiiiK^^*^? 
dafi man sebreiben kann 

^{x) *(») - ^(ajo) “ CoCaf*— V) + V"^) + •*•<?«- 1 ~ -^o'^ 

- (x—Xo)[Co(x^-'^ + Xoaf'-^+ . • ■ 4- + 4- 

+ c,_i] - (a; - Xo) • \(x), 

wobei der Abkiirzung balber die ganze Funktion (« — 1)*®“ Grail«H 
Ton Xf die in die reobtsaeitige Entwioklung eingebt, 

(Ci+ CoXo)af ^-* (^8 + Cifl7o4- 

+ (c—i 4- c„_sa?o + • • • 4- Poa^o""^) - 
gesetzt ist. Waiter gilt demnacb wegen h(pSj) 0 die Gleichuug 

und da (aT.-“iPo) + 0 is*; so iJanB die Funktion (»— 1)*®“ Grades 

^iW-0 

werden. 

Dieselben Soblfisse zeigen daher, dafi 7ei(x) den Faktor (iP — :r j > 
besitzt, BO dafi gesetzt werden kaTin 

7c(x) ^(x-x^(x- (a;), 

wobei lc^(x) eine ganze Funktion des x von der Gestalt 

\{x) - «2t^-®4-. • • • 4- «f«-, 

bedeutet. Fabrt man in gleicber Weise fort, so gelangt man auf die 
Darstellung 

(4) h(x) - Cq(x — Xq)(x — Xi) ‘ . . (® - 
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Hier soil nun anoli fUr den letzten noch ausstehenden Wert des 
Argumentes x 

* W = i»o)(a?n- »i) • • ■ (a?«- - 0 

werden. Da die einzelnen Xlammergrdfien Ton Null Tereohieden sind, 
und da ein Frodukt nur yersoli'W’indetj wenn einer eeiner Faktoren 
Null ist, BO mufi Cq « 0, also wegen (4) ^(a;) identiech Null sein. 

So sehen wir: Zwei ganze Funktionen Grades einer 
Variablen, deren Werte fGr (» + 1) untereinander yersoliie- 
dene Argumentwerte tlbereinstimmen, Bind einander iden- 
tiecb gleicb. Gleiobzeitig ergibt sick: Fine ganze Funktion 
Grades einer Unbekannten kann bdckstens fdr n Werte der- 
selben yersckwinden, falls sie nickt identisck Null ist; yer- 
schwindet sie filr die Werte x^, x^i x^, . x„ yon «, so kann 
die Funktion in die Normalform 

CqCx-x^X^- «a) (« - «») • ■ • (a; - x„) 
gebrackt werden. 

§ 48. Die' Addition und die Subtraktion zweier ganzer Funk^ 
tionen einer Yariablen 

I /*(«)- + 

^ ^ I (a?) — ao + + 

yoUziekt sick in der Form 

f(x) ± 9?(a?) “» (fffl ± ^o) + (flj ± + (<*8 ± as)aJ® + • • *• 

Ist n^v, so gibt die grdfiere der beiden Gradzahlen n und v den 
Qrad der Summe oder der Differenz an; ist n=^v, so kann dieser Ghrad 
kleiner als n oder v werden. Dies tritt z. B. ein bei 0. 

Die Multiplikation f- g) wird nach der Regel fiber die Produkt- 
bildung zweier Summen voUzogen. Man kat 

f(x) • g>(x) a^oc^x -i- + floods®® H 

-f- Oj^ccqX + Oj^ct^x^-t Oj^cc^a^’^ 

-H 0300®*+ + OjiO®®® -I- . . . 

Oder nack steigenden Potenzen yon x geordnet 
f(x) • y (a:) — ao«o + + »i«o)® + (ao«i + + «s«o)®*H 

Der Ghrad des Produktes ist demnack gleick der Summe der Ghrade 
der Faktoren,. 

Naiio: Algebn 4 
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Walurend die STunmea- sowie die ProduktbiLdniig bei ganzen Fnnk- 
tionen stets ia dem Bereicbe ganzer Funktionen ausftlbxbar ist, findet 
dies bei der Qaotientenbildimg nicht mehx allgemein statt, d. b. wezm 
fix) imd (pix) beliebige ganze Fruiktioiien sind, so gibt es im allge- 
meinen keine ganze ^(z) von Xj die die Gleichung 

/•(a;) - <p(!») • 2(a) 

befriedigte. Dagegen kann man stets anf eine und anoh nur auf eine 
Weise eine ganze Funktion 

r(a) - fo + H 1- 

derart bestinunen, dab (nnter Weglassting der Argumentangabe in den 
folgenden Formein) der Quotient 

f—r 

9 

eine ganze Fonktion q(x) wird; dafi man also hat 
( 6 ) f^g)-q + r. 

TJm dies nacbzaweisen^ nehmen w zunachst n^v und bUden eine 
Funktion gembfi der Gleichung ’ 

f-^ 9 -fli 

dftTiTt ist f hSchstens vom Grade (n — 1); wir bezeiohnen diesen Gi-ad 
mit m und setzen 

Dann bilden wir eine Funktion f^ix) gemiLfi der Gleichimg 



dessen Grad in x gleioh oder kleiner als (n — 2) wird. So fahren 
wir fort, bis wir zu einer Funktion 

kommen, deren Grad < v ist, wShrend der von noch ^ v war. Die 
Sunune der entspreohenden Gleiohungen 

f f + W 

beweist den ausgesproohenen, in (6) formulierten Satz, wenn mnn den 
ZShler des Bruohes — u^q und f — r setzt 

Ist femer n < v, so brauuht man nm* gr — zu nehmen 
und kommt dann auf deh eben besproohenen Fall zurUck. 
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Die Dflxstellung (6) ist nnr anf eine Art mSglich. Deim aus der 
Annahme des Bestehens einer Gleichung 

/• - 9? • j + w - 9 • + rj (?i H= 3) 

wtlrde folgen 

wobei die Klammer nibht identisob yerschwindet, also mindestens 
ein von Null versobiedenes Glied, etwa 

Itaf^ (7c ^ 0) 

besitzt. Dann ist wegen (p), § 43 die linke Seite der letzten Glei- 
ohung vom Ghrade daher von boberem als d. b. ^ t/, die recbte 

bingegen boobstena vom Grade (v — 2); was nidit angebt. 

In (6) beifit q der Quotient und r der Beat der Division von 
f durcb tp. Ist v s 0, dann beifit (p ein Toiler von und f wird 
ein Vielfacbea von qt. 

§ 44. Es seien nun zwei gauze Funktionen, f vom Ghrade n und 
vom Grade gegeben^ und dabei Dann lafit sicb das 

Euklidscbe Verfabien (vgl. Grundlehren I, I, S. 68) f&r die Auf- 
sucbung des grofiten gemeinsomen Toilers zweier ganzen Zablen nn- 
verandert auf unsere beiden Funktionen tlbertragen. Wir bilden nam- 
bob durcb Division nacb dem Yerfabren des vorigen Paragraphen 

Z""" ft) 

wobei und zwei gauze Funktionen von x sind, und der Grad n, 
des Bestes bei der Division von f durcb sicb Ideiner als ausweist. 
In ^eiober Weise gelangt man von und /g durcb Division zu . 

fi "" Sa ft + /s > 

wo der Grad »3 von /g kleiner als ist^ also 


wird. Gebt man so weiter, dann mufi wegen der Yerminderung der 
Grade das Yerfabren nacb einer endlicben Anzabl von Operationen 
abbreoben; und so kommt mui zu dem Schema 

/i ““ ffa * fa H" /s > 

Za "■ 3# ' fs + hi 


fr-a “ 3 r-a • Zr-a + Zr-l; 

Zr-a *" 3 r-l ’ Zr— 1 /r^ 

a* 


9 


( 7 ) 
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Die letzte der Qleicliuiigeii (7), in der ancJi eine Konstante sein 
kann, zeigt, dafi ein Yielfaches von iat; die vorletzte zeigt 
dann, da beide Sammanden der recbten Seite als Faktor haben, 
dafi also ein Vielfaches von ist, usf., bis scbliefilicb folgt^ dafi 
fj^ imd f Yiel&ohe von /). Bind. Es gelt^ daher die beiden Glei- 
oinmgen 

( 8 ) f^Q’fr A^Ql'fr- 

ist also ein g^einsamer Toiler von f tind . 

Die vorletzte der Gleicbungen (7) gibt 

f, 

diese gebt durob die drittlekste der Gleiobnngen (7) fiber in 

fr (- /r-a • fl'r-a + fr-ft) ‘ ffr-1 + fr-9 

Oder ktirzer gescbrieben in 

diese dnrcb die vorbergebende ans (7) in eine Gleiobnng von der Form 

nsf., bis man zn der Scblufigleicbiing 

(9) + 

gelangt. Ibr zufolge teilt der grSfite gemeinsame Toiler von f nnd 
ancb wegen (8) ist daber der grdfite gemeinsame Toiler 
von f nnd f^. Die Gleicbang (9) zeigt: der grdfite gemeinsame 
Teiler zweier ganzer Funktionen ist als lineare, bomogene 
Fnnktion derselben darstellbar. Sind insbesondere fxmdfi teiler- 
fremd zneinander, dann wird eine von !CTnll versobiedene Eoustante. 
Dividiert man mit dieser in beide Seiten von (9), so entstebt die Re- 
lation 

(9») 1-Gf, + Sf, 

worin Q- nnd JEL ganze Fnnktionen von x sind, die niobt ganzzahlige 
Koeffizienten zn baben braucben. 

Die Fnnktionen G nnd S sind dnrcb (9) nnr bis anf Yielfacbe 
von f, bzw. von bestinunt, da ancb fOr eine bebebige ganze Fnnk- 
tion B von X 

ist. Um zu einer eindentigen Darstellnng von dnrcb f nnd zn 
gelangen^ verfiabren wir so: Wir dividieren JEC dnrcb nnd benennen 

1) Eb brauoht Vnnm bemerkt za ‘wexdezL, daB S' nioht die Ableitongen . 
von fif, JET sind. 
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den Qnotienten J2, dann wird liScshstenB vom Grade (Wj-— 1). 

Darans folgt, daB /j. — (JT — fiR)f hocistens Yom Grade (n + — 1), 

also nach (6) (O + fR) hochstens vom Grade (n— 1) isi Demnaoli 
kann man in (9) die Fnnktionen S nnd G so waklen, dafi 
ihre Grade die Werte (« — 1) bzw. {n^ — 1) nicht tlbersteigen, 
nnd dies ist nnr auf eine Art moglicb. 

§ 45. Wir woUen fdr das Besprocbene zwei Beispiele geben. 

L Es sei 


f(x) =• a;*— 33®+ 3a;®— a; + 6, f^(x) — a!‘‘— 3a3*+ 8a;®— 9a; + 9. 


Dafflr wird 




1 1 

2l “ 2 ^ 4 > 

8 4 

11 » 


f^(x) -«* 2 ®®— 6 ®®+ 8 ® — 3 , 

/i(®)-^V-^® + ^, 


Baber wird /g oder, nm die KoeMzienten ganzzablig zn maoben, naob (9) 

- a*- 2a; + 3 

der grSflte gemeinsame Teiler ron f imd . Dieser Toiler ist 

®®- 2® + 3 - f(x) + ® /i(®); 

nnd es wird dabei 

f{x) — (®®— 2® + 8)(®®+ ® + 2), /i(®) « (®®— 2® + 3)(®® — ® + 8). 
n. Es seien zweitens die Fnnktionen vorgelegt 
rt®) — ®*+l, /i(®) — ®*+ 2® + 3-, 
wir erbalten fQr sie 

21-® -2, 

2j-®- 6, /i(*)-38, 

(- ® + 6) (®®+ 1) + (ar»- 7® + 11)(®®+ 2® + 3) - 38. 

Demnaob sind nnsere Fnnktionen f nnd teilerfremd. Ninamt man 
bier B. J2 — 1, so folgt, daB aucb 

(®® + ® + 8)(®® + 1) + (— a;® + ®®— 7® + 10) (®® + 2® + 8) — 88. 

§ 46. Bern grofiten gemeinsamen Teiler der beiden Fnnktionen 
f nnd fi tritt znr Seite ibr kleinstes gemeinsames Yielfacbe g, 
Ans dem Begriffe folgt, dafi man setzen kann 

9 "" f ' Si"" fi' 9»> 
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worin and zwei ganze Funktionen yon x ohne gemeinBamen 
Toiler Bind. Da nach (8) 


so folgt 


Qlfr9t, 

Q'9i^Qi‘9%> 


and da Q and sowie g^ and teilerfremd sind, 


9t-Qi. 




d. K das Prodakt aus dem grdflten gemeinsamen Teller and 
dem kleinsten gemeinaamen Yielfaohen zweier Funktionen 
ist gleich dem Produkte dieser beiden Funktionen selbst. 

So ist ftir das erste Beispiel des yorigen Paragrapbeu das kleinste 
gemeinsame Yielfache yon f und /j 

— aj“-2ic®+ 7a!*~ 7a!»+ 16a?*- 9jr + 18; 
und fftr das zweite Beispiel des gleichen Paragrapbeu 

9 “■ (iP®+ 1)(®*+ 2a; + 3) — a;*+ 2a;*+ 3a;* + a;*-f 2a? + 3. 

§ 47. Wenn f und teilerfromd sind, kann man (9) in die Form 
'bringen 
(9a) 


yyorin S und gauze Funktionen hSobstens yom Q-rade (n — 1) 
bz-vy, (n^ — 1) mit im allgemeinen gebrochenen Eoeffizienten sind. Da- 
bei ergibt siob aus (9 a) dimdi Diyision mit 

ffi 

and wenn To eine ganze Fanktion bedeutet^ deren Ghrad < (m + ti^) ist, 
durob MultipHkation mit dieser Fanktion h in die letzte Gleicbung 

Ik S-h 

f-fi f fi ' 

Setzt man nun, indem man Sh dorcb f sowie durob diyidiert, 
Sh Q • f K, S[^k ^ K^j 

wo K und ganze Fimktion^ yon geringerem als dem bzw. 
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dem Grade sein soUen, so folgt die Umgestaltimg der obigen 
Gleiobang in die Form 




K 

f 


fi 


Diese Gleichnng kann nnr bestehen, wenn die ganze Fmiktion Q Qt 
Noll ist; das erkeimt man, wenn man beide Seiten der letzten Glei- 
cbnng mit /*• mnltiplizieri; nnd den Grad der reobten Seite mit dem 


der linken yergleicht. Die linke bat, falls ^ 0 isl^ znm Grade 

mindestens (» + »]), wahrend die recbten bocbstens (« + »i — 1) bat. 
Somit folgt 


( 10 ) 


f'-fi 


nnd bierdnrob baben wir den Bruob anf der linken Seite in eine 
Snmme einfacberer, sogenannter Partialbrttobe zerlegt. Dnrob Fort- 
setznng dieses Yei&brens kommt man zn der Zerlegnng 



wenn kein gemeinsamer Teiler fOr irgend zwei fi bestebt, nnd wenn 

n 

der Ghrad yon Ic geringer ist als der yon nn. 

Es wird bald gezeigt werden (§ 60), dafi jede ganze b\mk- 
tion F{x) siob, abgeseben yon konstanten Faktoren, anf eine nnd nnr 
anf eine Weise in ein Frodnkt nnzerlegbaxer Faktoren 


zerfSJlt werden kann, wo die 96^, x^, . . positiye ganze Zablen 
sind. Hat die ganze Funktion G(x) einen geringeren Grad als F, 
daun zeigen die yorstebenden EntwicMnngen, dafi die Darstellung 


( 11 ) 



m5gbob ist, wobei anf der reobt^ Seite der Grad jedes ZlUblers kleiner 
bleibt als der des entspreobenden Nenners. Gleiobzeitig kann man 
annebmen, dafi Q(x) zn F(js) teiler&emd sei, da man ^es ja dnrob 
Heben des Bruobes stets erreioben kann. 

Ist auob nnr einer der Exponenten x grdfier als 1, so ist eine 
nocb weitere Yereinfadbnng des zngdbSrigen Bruobes mSgUob. Wir 
lassen d,er bequemeren Scbreibweise balber die nnteren Bidizes nnd 
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setzt man a; — 7 — — 6 + (a; — 1), so kommt man anf das SohluB- 
resnltat in der Form 

aj* + 2aj*-)- 8^®+ ® 2 aj — 1 6 1 

(aj“+l)(aj—l)* “ "*■ (a — 1)» ~ a — 1 * 

Lu Bereiche der komplexen GhrSfien ist der erste Bruch reohte noch 
welter zerlegbar; man hat fOr ihn 

8a — 1 ^ 1 -f , 1 — 
a* + 1 ® — * ‘ a -j- i 

§ 48. Es sei f(x) eine ganze ganzzahlige Fuuktion Grades 
der Yariablen x. Gibt es auBer konstanten Qi*5fien keine Funktion 
von geriugerem Grade als dem mit ganzzahligen Eoeffizienten, 
die f(x) teilt, dann heifit f(x) irreduktibel; gibt es eine solche, 
dann heifit f(x) rednktibel; dooh soil die Teilbarkeit duroh eine 
ganze Zahl die Reduktibilitat nicht znr Folge haben, die teilende 
Funktion soD. also mindestens den Grad 1 besitzen. 

Ist eine Funktion f(x) des Grades «=»2x oder n»2x4'I reduk- 
tibel, so hat sie auch einen Teller, dessen Grad den Wert x nioht 
tlbertriift. Will man nun diese Funktion f(x) auf ihre Reduktibilitat 
hin untersuohen, so reidht es aus nachjsusehen, ob sie einen Teller 
eines Grades ^ x hat Hat die Funktion f keinen solohen, so ist f(x) 
irreduktibel. Gesetzt aber, sie habe einen solchen g(x), so dafi 

/■(«)“= 

wird; wo ff(x) nnd h(x) ganzzahlige Eoeffizienten haben, dann wird 
ftlr jeden ganzzahligen Wert von x der Zahlenwert g(xQ) ein Teller 
des Zahlenwertes f(x^. Da wir die samtliohen Teller der beksumten 
ganzen Zahl f(xQ) dur^ eine endliohe Anzahl von Yersuohen bestimmen 
kfinnen, so haben wir unter diesen Teilem auch g(xQ) zu suchen, d. h. 
fOr den Wert g(Xf^ steht nur eine endliche Zahl von Mdgliohkeiten 
zur WabL 

Genau das gleiohe findet mit d,en willkttrlichen, nur untereinander 
and von Xq verschiedenen ganzzsJiligen Argumentwerten x^, x^, .,.,x^ 
vpn X statt, da ja g{x^) ein Teller von f(x„) ist (et — l,2,.,.,x). 

Wir haben also fClr die mfiglioherweise vorhandene Funktion g(x) 
eine endliche Anzahl von Wertesystemen gix^), g{ait)j • • gis^x) ^ 
die behebigen Argumente x^^ x^f x^, . . .,x^. Naoh der Lagrange- 
schen Interpolationsformel kann man fttr jedes dieser Wertsysteme 
eine Funktion hersteUen 

Ist ein Teller g(x) von f(x) vorhahden, so kommt er sioher unter 
diesen Funktionen vor. Man brauoht al^o nur der Beihe -nach die 
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DiTision Ton f(x) dtircli die Firnktionen g^, g^, ... der obigen. Eeihe 
yorznnelimeD, nm eine Entsoheidiing fiber ^e Keduktibilitat oder die 
Irrednktibilltat von f(!c) herbeizufdhren. 

Als Beispiel bebandeln wtr die ganze Fimktion vierten Grades 

/■(a;) “• 2a?*— ■ 12a:* + 19ar*— 8a; + 1 (j{“2). 

Es ist dafltr, wenn ai^, — 0, aii=« 1, a;j — 2 genommen wird, 

m-i, m-s, f( 2 ) — 3 . 

Hier stellt sicb die Zerlegung besonders einfach; da man mit Prim- 
zablen zn tun hai Man erbalt namlicb nnr je vier Faktoren der Werte 
von f(l) imd /(2), und nnr zwei Faktoren von /’(O) 

^(0) — ±l, ±2, ^(2) — ±1, ±3. 

Das ergibt 32 Wertkombinationen; da wir aber statt + g(x) ebenso- 
gut —g(x) als Teller von f(x) anffassen kdzmen, so ddrfen wir 
g(P) — 1 annebmen, und es bleiben nnr 16 Eombinationen zu be- 
b^deln. Nacb der Interpolationsformel von Lagrange ist 

g(x) — ^(0 ) (+ + 1) + ^(1) (- + 2a!) + g(2) (ya;* — y a;) • 


Danaob ergibt si oh folgende Tabelle 


g(i)^ 

9{i)~ 



^(2) — 


+ 1 

+ 1 

— a;* + 3a: — 1 

+ 1 

+ 3 

2;i'-l 

+ 1 

-1 

— 2a;* + 4a! — 1 

+ 1 

-3 

— 8a;* + 6a; — 1 

-1 

+ 1 

+ a;*— a; — 1 

-1 

+ 3 

2 . 1 ;*- 2®- 1 

-1 

-1 

— ?c* + 3a; — 1 

- 1 

-3 

— a:* + a; — 1 

+ 2 

+ 1 

— 2a!* + 6a; — 1 

+ 2 

+ 3 

— a;* + 4a? — 1 

+ 2 

- 1 

— 3a;* + 6a; — 1 

+ 2 

- 3 

— 4a!*+ 7a? — 1 

-2 

+ 1 

+ 2a;* — 3a;— 1 

-2 

+ 3 

3a!* — 4® — 1 

-2 

-1 

a^ — 2x— 1 

-2 

-3 

— ® — 1 


und jetzt bleibt uns nnr noehi flbrig uaohzuseben, ob eine der Funk- 
tionen g(ai) in f(x) an%eht. 

Statt aber die 16 Divisionen durohzufQhren, wendet man bequemer 
die eben befolgte Methode noob fttr einen neuen. Argumentwert an. 
Es sei a; — — 2, also /■(— 2) —221 — 17 *13. Da die 16 Werte von 
^(—2) der Reihe nach. glei^ 

-9; -17, 6, -11, ~19, -26, 13, 7, -6, -23, 11, -7, 

-13, -31, +19, +1 
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sind, and da der Quotient /’(— 2) :g{ — 2) eine ganze ZaH sein muB, 
so kommen nur nocli vier Formen in Betracht, namlidi 

— 2a;*-l- 4a; — 1, 2®*— 3® — 1, ^a;*4-4a?--l, — a; — 1, 

and man fiudet duroh. Diyision, dafi die zweite iind die yierte Funktion 
ausBclieiden; and daB 

f(x) Sa; + 1 - (2a;®-4a; + l)(a!>-4a!+ 1) 

ist; zugleich folgt, daB die beiden quadratisclien Faktoren der reohten 
Seite uuzerlegbar sind. 

§ 49. Als zweites Beispiel flir die Irreduktibilitatsyerhiiltnisse 
antersucben wir die Zerlegung einer Funktion 

f{x) “ 0 ^+ -\ (- o*_ia; + 

in der alle Koeffizienten Oj, Oj, . . Oj. ganze Zahlen und duroh 
eine und dieselbe Primzabl p teilbar sein sollen. 

Angenommen, es sei die ganzzahlige Funktion ^ 

g(x) — a;’'*+ &ia;”*-^+ + l^^^x + 6„ — 

ein Teiler yon f(x), und der Quotient f(x):g(x) gleioh der ganzzahligen 
Funktion 

7i(a?) =» af + + Cg®""* + . . . c^_ja? + c, (w + » — &), 

so muB &„ • *«=» duroh p teilbar sein. Wir untersuohen, ob einer 

der beiden Faktoreu und g^j etwa teileifremd zu p sein kaxm. 
Aus folgt, doB danu p eiu Teiler yon ist; aus 

folgt weiter, doB duroh p teilbar ist; aus 

daB auoh es ist^ usf., bis zu 

^wi— n+l^n-l *1" ' * * 4" "1“ " ^*—*7 

wo die hf dereu Indizes negatiy werden, gleioh Null zu setzen sind. 
Aus dieser Gleiohung wBrde aber folgen, dafi duroh p teilbar ist, 
was der Annahme widersprioht. 

Die Annahme, dafi teileifremd zu p sei, fOhrt auf gleiche Weise 
zu einem Widerspruoh. Also kann g{x) nur dann f{p) teilen, wenn c„ 
und gleiohzeitig duroh p teilbar sind; hat daher j?' zum Faktor. 
Daraus folgt: 

Sind alle Eoeffizienten o^, a,, . . yon 

/■(a;) => ai* + fljfl)*-! + Oja;*-* + * • ' -f- a* 

duroh die Primzahl p teilbar, und ist insbesoxiidere a„ duroh 
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keine liSliere Potenz ron p teilbar als dnroh die erste, dann. 
iat /*(») irreduktibeL 

Dieser wiobtige Satz^ an den aiob mancbe Erweiterongen kndpfen 
laasen, beibt nacb Eiaenstein (Journ. f. Math. 39, 8. 166), wiewohl 
ihn Schoeneznann seinem Weaen nach znerst gefunden and reroffent- 
licht hat (Journ. f. Math. 32, 8. 100, und 40, 8. 188). 

§ 50. 1st die ganze ganzzahlige Fanktion f{x) reduJddbel, so gibt 
es der Definition gemafi eine Zerlegung von f(x) in zwei Faktoren, 
die selbst ganz and gaazzahlig sind, 

fisc)-^g{x)-'h{x). 

Ffir jeden der beiden Faktoren g and h gilt dann wieder der 8atz, 
dafi er irreduktibel oder in Faktoren zerlegbar ist. E'ach den Feat- 
setzungen aus § 42 iat der Grad jedes Faktors kleiner ale der der 
zerlegten Fanktion, aber grSfier als Nall Folglich mnfi die Zer- 
legong nach einer endHchen Anzahl yon Operationen beendet sein. 
Jede ganze ganzzahlige Fanktion einer Yeranderliohen ist 
entweder irreduktibel oder in eine endliche Anzahl irreduk- 
tibler Faktoren zerlegbar. 

8ind z^ei ganze Fnnktionen f(s^ und -g{so) gegeben, so kdnnen 
drei FSJle eintreten: entweder ist die eine ein Teller der anderen, oder 
beide haben einen gemeinsamen Teller niedereren Grades, oder sie sind 
zueinander teilerfremd. Ist die eine der beiden Fnnktionen irreduk- 
tibel, dann fallt die zweite Mfigliohkeit fort, d. L eine irreduktible 
Fanktion ist entweder Teller einer anderen oder teilerfremd 
zu ihr. 

Die irreduktible Fanktion f(x) m5ge zur Fanktion g{x) teiler- 
jBremd sein, aber das PTodukt g(x)'h(x) teiLen. Infolge der ersten An- 
nahtue kann man nach (9a), § M zwei ganze Fnnktionen and 
Q(x) bestimmen, ftlr die die Gleichnng gilt 

P(x)f(g!)+ Q(x)g(x)^l, 

so daB also 

{jPix)h(x))f(x) + Q(x)(gix)h(fl!)) — h(x) 

wird. Infolge der zweiten Annahme ist die linke 8eite der letzten 
Gleichung, also audh die rechte, d. h. Ji(x) duroh f(x) teilbar. Teilt 
eine irreduktible Fanktion das Frodukt zweier (also auch 
mehrerer) ganzen Funktionen, so teilt sie mindestens eine 
von ihnen. 

Daraos folgt sofort: Jede ganze Fanktion einer Yariablen 
ist, abgesehen von konstahten Zahlenfaktoren, nur auf eine 
Art als Produkt irreduktibler Faktoren darstellbar. Denn 
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hatte man zwei Zerlegnngen der ganzen Fnuktiou F{x) in irrednk* 
tible Fonkfcionen 

F(x) - g{x) • h(x) ^Ttix) g^{x) • \{x) • \{x) • ■ •, 

BO mufite g^is^ eine der Funktionen ^(®); • • • teilen, etwa 

gic^f and da g{x) aucli iixednktibel ist, ao milBte 

gix) - cg^ix) 

sein, wo c eine Konstante bedentet. Setzt man diesen Wert yon g(jj^) 
ia die Gleiobung ftlr F{x) ein and dividiert durob g{s^j so entstebt 
die Relation 

ch (®) • ft(®) . . . => \ {x)'k{{D) • • • 

An diese Gleicbung knUpfen wir dieselben Betracbtungen and 
finden ebenso, dafi etwa 

'h{x)^c^\{x) 

ist and daraus 

cc^Tc{x ) ... — \{x) • • • . 

oaf. Bis aaf konstante Zableufaktoren stimmen also beide Zerlegongen 
Yon F{x) miteinander flberein. 

§ 51. Fbr die Zerlegong einer ganzen ganzzabligen Funktion 
baben wir gefordert; daB ein etwa yorbandener Toiler ganz and ganz- 
zablig sei. Wir kdnnen aber die Forderong aacb dabin geben lassen, 
dafi der Teller als Koeffizienten zwar nocb rationale, aber nicbt not- 
wendig ganze Zablen babe. Dann ist es denkbar, dafi bei dieser aJl- 
gemeineren Forderong rationaler Roeffizienten der Toiler einer Fonk- 
tion zerlegbar ist, die bei der engeren Forderong ganzzabliger 
Foeffizienten der Teiler onzerlegbor bleibt. Wir werden aber jetzt 
zeigen, dafi dieser FaJl niobt eintreten kann, d. b. wenn die ganze 
ganzzablige Fanktion f(x) in zwei Faktoren g{fo) and A(aj) 
mit rationalen gebroobenen Foeffizienten zerleg.bar ist 

f{x) - g(x)h(x), 

dann ist f{x) anob in zwei Faktoren mit rationalen ganzen 
Foeffizienten zerlegbar. 

Dieser Satz stammt yon 0. Fr. Ganfi (Disqois. anthm. § 42, 
Werke I, p. 34), 

Um seine Riobtigkeit naobzaweisen, zeigen wir zoimobst: Wenn 
in den beiden Fonktionen 

„ gp + + . .■ 

die Fonstanten f, A; c^, Ci, . . . ganze Zablen sind, 

wenn femer die c unter sicb and aacb ^e d onter siob keinen ge- 
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meinBamen Teller liaben, dann bab das Prodnkt g • h zum kleinsten 
gemeinBamen Nenner das Prodnkt f • A. Denn es sei p* die hoohate 
in r nnd die bdchste in A als Faktor vorkommende Potenz der 
beliebigen Primzahl pi fenier seien • v ^o-i sowohl wie 

d^, d^, . . dnroh p teilbar, dagegen weder noob d^, dann 

wird der Koe^ient von in ^ • A, namlich 

+ ®a+i^/s-i + + * ■ * 

+ + ®a-8^/S + sH ] • (l"^) 

im Z^er keine Potenz von p als Faktor entbalten, da c^d^ dnrob p 
niobt teilbar ist, wahrend alle folgenden Snminanden in der eckigen 
Klammer dnrcb p teilbar Bind. Folglicb tritt p*^^ in den Nenner 
von g ’h. Das gleicbe gilt von jeder in f oder in A anftretenden 
Piimzab], und somit iat dieser erste Teil des Beweises geliefert. 

Setzen wir welter mit ganzzabligen Koeffizienten der Zabler und 
ganzzabbgen A 

Q{x) - , E{x) ^ 

und ist bier der grdbte gemeinaatne Teller "k der Gq, C^, Cjj, ... teiler- 
fremd zu P, und 1, der von J 5 q, A, D^f . . .f teilei^emd zu A, daim 
nebmen wir Jc und I aus .den JKoefdzienten beraus und setzen 

G(x) — k • g(x), S(x) — I • 7i(a?). 

g(jB) und h(x) sind bier Funktioneu, wie wir sie zu An&ng dieses 
Paragrapben bebandelt baben. 

Wenn nun das Prodnkt 

G(x)H(x)^kl-g{x)h{x) 

ganzzablig wird, so folgt uaob dem soeben bewieseneu, auf g(x)j h(x) 
bezflgli&ben Satz^ dafi kl durcb T, A teilbar ist. Naoh unseren Fest- 
setzungen sind k und I teHerfiremd zu f bzw. zu A, also wird 

. =» p • A, Z •= tf • r, 

wobei p und a ganze ZabJen bedeuten. Sonaob kann man setzen 

(?(«)- 

wobei y und 17 ganze ganzzablige Funktionen von x bedeuten. 

Ist also eine ganze ganzzablige Funktion f(x) in zwei Faktoren 
mit rationalen gebroobenen Koeffizienten zerlegbar 

f{x)^Q{x)-S{x), 
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BO ist auch die Darstellung Torhauden 

fix) - etf ■ 

d. li. f(cii) ist auoh is ganzzalilige Faktoren zerlegbar. Damit ist; der 
GtanBsche Satz bewieses. 

§ 62. Wir babes in den vorhergehenden Paragraphen mebrfach 
xnit der Zerlegong and mit den Teilem ganzer Funktionen einer Ver- 
Snderlicben zu tun gebabt, obne aber bisber auf die prinzipiellen Er- 
orteningen des TeHerbegriffes einzngeben. Das soli jetzt gesobeben. 
Wir kntipfen dabei an Satze ass der Zablentbeorie an. Wenn 'vrir 
sagen: j,b ist eine Primzabl^', bo beifit das: „5 ist niobt als Produkt 
zweier ganzen Zablen des nattlrlicben Zablenbereicbes 1; S, 3, 4, . . . 
darstellbar^' (natllrlicb abgeseben von dem bier und im folgenden stets 
ausznschliefienden Falle, daB einer der Faktoren gleiob der positiveu 
Oder gleicb der negatiyen Einbeit wird). Dagegen zeigen die Gtleicbungen 

6 - (2 + i)(2 - - (1 + 2y- i)(i - , 

dafi die 5 im Bereicbe der ganzen komplexeu Zablen 
zerlegbar isi AndererBeits ist z. B. die Zabl 7 in beiden Bereioben, 
dem der nattlrlioben ganzen und dem der komplexen ganzen Zablen, 
unzerlegbor. Ans dieses Beispielen ersiebt man: Eb mufi yor allem 
bestimist werden, was als rational angeseben werden soli. Alles dies 
wird in dem sogenannten Bationalit&tsbereicbe zusammengefaBt. 

Abnlicb bei ganzen Funktionen. Hondelt es siob um die Zer- 
legung der ganzen Funktion f(x)j so ist zunOcbst feetzustellen; welobe 
Arien Ton GrSfien als ICoeffizienten dm: Faktoren auftreten dtlrfen; 
denn davon bSngt wesentliob die Zerlegungsmogliobkeit ab. So ist 
z. B. — 8 unzerlegbar, wenn nur Faktoren mit rationaleu ICoefb- 
zienten zugelassen werden; gestattet man das Auftreten von beliebigon 
reellen GrSBen, dann ist die Zerlegung derselben Funktion 

a!«_8-(®+y8)(ic-yg) 

mS^icb; a;* + 3 bleibt auob bier irreduktibel, wird aber zerlegbar, 
wenn wir beliebige komplexe Eoefiizienten zulassen, da donn die Zer- 
legung gilt 

■{‘Z ^{x-^ybi){x--y^i) (i<— 

Enter einem Eationalit&tsbereicbe oder einem Efirper ver- 
steben wir eine Gesamtbeit yon Gr3fien, die so bescbaffen ist, daB die 
Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient irgend zweier 
dieser MBen auob unter ibnen yorkommt; ausgenommen smd nur die' 
Quotienten, deren Diyisor die 17ull isi Wir woUen yon dem, nur 
durcb die EuU allein gebUdeten E5rpmr abseben, also annebznen, daB 
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ein Eidxper mindestens eine you 0 Yersohiedene Grufie eniibSlt, Divi- 
diert man diese dnroh sidi selbst, so folgfc die Existenz der Einhoit 
in dem Eoi^per, nnd da ans ihr dnroh die Yier gestatteten Operntionoii 
der Addition, der Snbtraktion, der Multiplikation nnd der DiYision jedt* 
rationale, positiYe oder negatiYe Grofie sioh herleiten so niufafit 
jeder Eorper die Gesamtheit aller rationalen Zahleu. Umgekehrt bildon 
alle rationalen Zahlen einen Edrper. Dieser ist demnaoh dor hleineto 
flberbanpt Yorhandene; er heifit der absolute Korper; er wordo 
dnroh jff(l) oder K bezeiohnet. 

Wenn alle GhSfien eines ESrpers in einem anderen Korper 
Yorkonunen, dann nennen vuixK^ einen Toiler you nnd umgelcohrt 
A", ein Vielfaohes Yon K^. Der absolute Korper ist ein Toiler jodos 
KSipers. 


Fflgt man den Grofien eines Korpers K eine none GroBo co hiuzu, 
so entsteht ein neuer allgemeiner K5iper jir(flj). Man sagt, m sei do in 
KSrper K adjnngiert oder K{fo) sei dnroh Adjungierung von 
a zv. K entstanden. In gleicher Worse kann man dem KSrpor 
K(a3) eine nene Gr6Be Oj a^jnngieren; es entsteht dann der KiJipor 
^ Der allgemeinste Korper besteht aus alien reelleu und 
komplezen, rationalen nnd inutionaleh Zahlen | wir nennen ihn den 
TotalkSrper. Er nmsohlieBt jeden K5rper als Toiler. 

Die Kotwendigkeit der EinfElhmng soloher Begriffe habeii be- 
rets N. K Abel (Oenvres I, p. 479, nnd II, p. 220) nnd E. Galois 
(Oeuvres p. 34) geftthlt; ihxe PiSzisierung nnd konseqnente Verweir- 
dn^ verdankt man B. Dedekind (in Diriohlet: Vorlesung fiber 
ZaMeniheorie, 4. Anfl. 189^ S. 462) und L. Kroneoker (Joum. f. 
Math., Bd. 92, S. 8; 1882; Werke II, S. 248). 

A ^ beliebige gauze Punktion f(ai) Yorgelegi^ so ist 

er klem^ Kdiper dem aDe Koeffizienten von f angehdren, mib 
r Mgleioh gegeben. Wir sagen, die Punktion f(x) gehSrt zum 
Aerper nnd jede Betrachtnng, die an f(cB) anknttpS, muB einen 
iper mi^^de legen, der als Teller ■ besitzt; denn nnr in einem 
Ml^ feden mch die Koeffizienten des gegebenen f(x) als bokannte 
^Ben. Es sei nm 2, ein derartiger Kfirper, dann heifit f(x) im 
f \ ^ ^ Produkt zwoloT gonzeu Punk- 

enffiS^ * darstellbar ist, deren Koeffizienten sfantlich in 


Zahlen oAor 0^-9^ ani den KSiper, dor aus samtiiohen reellon 
einer Yeranderlipli so ist in ihm jede gauze Punktion 

das wird quadratische Paktoren zerlegbarj 

oas wird spater gezeigt warden. , 

Toilers grfiBten gemeinsamen 

oilers auf den Pall beedhrankl^ dafi die Koeffizienten der vorgelegten 
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Fnnktionen dem KOrper ^(1) der rationalen Zahlen angehSren. Diese 
Einschrankung konnen wir aber jetzt fallen laeaen imd einen willklir- 
liohen K 6 i-per zugrunde legen. Auf ibn lassen sich olle oben gemacb- 
teu SchluBfolgerungen nngeandert tlba*tragen, da sie sicb nur auf die 
Verwendung der vier einfacbsten Operationen sttttzen, und man er- 
kennt, dafi die dort erlangten Resultate auob bier Q-Qltigkeit besitzen. 

Als Beispiel suchen wir in dem K 6 iper 5^(1, 2 ), d. b. in der Ge- 
eamtbeit der Zablen (a + bi), worm a und b relle rationale Zablen 
bedeuten, den groBten gememaamen Teller der beiden ganzen Funk- 
tionen 

f(x) — iT* + 4a;® + »aj + 2 und (a;) — a;* + ix^ —ix — I. 

Wir bebalten die frilberen Bezeicbnungen bei (§ 44) und finden duroh 
fortgesetzte Divisionen 

(a;) - 1, fiice) — — ire® + 4®* + 2ia; + 3, 

q^(x) — ix -f- 3, /fl(aj) •“ — 10(a!® + ix -f 1), 

ffsC®) " ^ - 3); “ 0 , 

Also ist 

— + 1 

der gesuobte grdBte gemeinsame Teller von f(x) und f^(x) in dem 
Kfirper ^(1, i). 

§ 64. Wir wollen noob einige SStze ableiten, die slob auf das Yer- 
btiltTiiR eines beliebigen reellen ESipers K zu dem, durob die Adjungie* 
rung von i — ]/— 1 erweiterten KSrper E ( 2 ) bezieben. Ba gelten fol- 
gende Tbeoreme: 

I. Ist die zu JSr( 2 ) gebSrige gauze Funktion J^(a!) + tG^(aj), in 
der F und G zu K gebdren, durob eine zu K gebdrige gauze 
Funktion ^(a;) teilbar, so werdenjF(a?) und G(x) einzeln durob 
<p(x) teilbar. In der Tat folgt aus der Annabme der Teilbarkeit die 
Oleiobung 

F(x) + iO{x) - ipisB){f{x) + ig(ai)]\ 

also ist 

F(x) — 9 (a;) • f(x) und Q(x) — ^>( 0 ;) • g(x). 

n. 1st die zu K gebSrige Funktion F(x) durob die zu K(i) 
gebSrige Funktion (fOiB)-}-iff(,x)) teilbar, wo f(x) und ^(a;) zu 
K gebSren, dann ist F(x) auob durob (/’Or) — (a?)) teilbar. 

Aub der YorausBeteung folgt 

W - + ♦>(«>)] • 1/1 W + 
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Wir setzen nun im BatioiialitS.ts'bereiGlie K oder im KSrper K 

f(cB) - t(x) ■ tp (x), g {x)-^t {x) • V' (®); 

fM • 9i(»)» 5^1 (») “ ^(a?) • ifx{x), 

wo i{x) der grSflte gemeinflame Toiler von /’(a?) und g{x) in K sein 
soil, und #j(®) der Yon f^{x) und g^ix). Dann gilt die Gleiohung 

F{x) “ t{x)\(x) [( 9 )(a?)yi(®) — ^i&c) ^(a)) + i((p (aj)V'i {x) + (a?) V'(a))] j 

denmaoh ist der Faktor yon i gleicli Null, d. h. 

9 WV'iW - - 9>iia0f(x ) ; 

und da g){x) und i){x) ebenso wie 95i(flj) und ifx(x) keine gemein- 
samen Toiler baben, so ist 

tpi(x) - ± g?(a?), ^i(a?) «= =F if(x), 

Es wird folglioli 


, . I ± F(x) - ^(®)^(a!)[g?(a!) + iifix)][fp{x) - •V'C®)] 

und dae beweist die Eiobtigkeit der Behauptung, 

Insbesondere folgt fOr t(x) — 1, dafi fp=^fj V' — 5^ ist und 

, I ± ■?(») “ ^(«) • [/W + • [fW - g{x)q 


IIL Haben die Funktionen f(x) und ^(aj) des yorigext 
Satzes keinen gemeinsamen Toiler, dann ist zugleicb mit 
(/"(a;) ± auck das Produkt 


[f(A ± *V(®)] \f(is) T igix)] - f(xy + g(xy 

ein Toiler yon F(x). — Ist in diesem Falle {f{x) + igix)y ein 
Toiler yon F(x), so ist.es ancb die Potenz 


I/(a!)*+^(aj)*J‘. 

Denn zunSchst bat F wogen der Teilbarkeit durob 1/+ ig} naob (13 a) 
aucb den Faktor + also ist der Quotient 


eine gauze, durch [/■+ igy~"^ teilbare Funktion. Piir sie gilt, wenn 
fi>l ist, das gleicbe; also ist J?*! (a?) durob [/(a!)*+ ;^(aj)*J teilbajy 
femer F(x) durob |/(a?)* + ^(a?)*]*, usf. 

§ 66. Wir sind jetzt imstande, eine (oben § 46) noob ojffea 
gelassene Frage zu beantworten. JF(a?) und G(p) seien zwei toiler- _ 
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•^(g) , A(g) 
/■(«) A(g) ' 


fremde Fnnktioiiaa Ton. iB, nnd F yon koliereni Grade als Q-\. femer 
aei F zerlegbar 

F{x) - f{x) • 

und zwar sO; dafi f teilerfremd za ist. Dann liaben wir geseben, 
(§ 46); dafi eine Zerfallang 

Gja ) Kjm) K^jx) 

^ ^ F(x) m f^x) 

bestebt; bei der die Zahler auf der reohten Seite yon geringerem 
Grade sind als die entspreohenden Nenner. Gesetzt nnn, es gabe eine 
zweite derartige ZerfSllnug des Qnotienten Q - : Fj 

g(g) ^ A(g) 

- JPCflj) f(x) fM ' 

BO Tyflrde 

K(fD) — L{x) , Ki{pi) — Li{x) « 
m "*■ f^{x) 

f(x)[K^(x) - £,(»)] /i(»)[£:(®) - 

also f(^x) ein Toiler der recbten Seite der letzten Gleiohung sein. Da 
fix) teilerfremd zu f^iac) ist, so mflfito K{x) — L{x) ein Multiplnm 
yon f werden; diese Differenz ist yon geringerem Qxade als f. So- 
naoh mufi der Faktor yon f yersobwinden; also 

ir(®)sX(a;) und ebenso K^{x)^L^ix) 

seiiL; d. L die Zerlegung (14) in Fartialbrtlobe ist nur auf eine Art 
mbglicb. 

Falls einer dor Nenner f(aj), ^(®) in toilerfremde Faktoren zer- 
spalten warden kann, lassen sicb auf den zngebSrigen Bruob die glei- 
oben Sohlttsse anwendeu; imd so folgt die Eindentigkeit der Zer- 
legung (14). 

Es bleibt nocb die Eindentigkeit der Zerlegung 

±^L + JL + j:L + ... + ii 

Oder, was auf dasselbe binauslflufi^ die yon 

^ + iT • /*+ r* + • ■ • + 

zu boweisen tlbrig. Hierin baben p', . . . Qrado, die geidnger 

sind als der yon f] und g bat einen Glrad, der geringer ist als^der 
von jT*. Ist noob eine zweite solobe Darstellung mfiglich, etwa 

^ - y ' + y" . f + /" . f > + . . . -f-y W Y* " S 

so erbolt man die IdentitEt 
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ftns der laan entnimnit, dafi y' — g' durdi / toilbiir iat. Da f von 
liSherem Grade ist ala jene Differenz, so muB / = g', uml da f von 
Null verBchiedeii ist, auch 

sein. Hieraus folgt ebenso y" — g" usw., und dei* gowttnaclite Bowoia 
ist geliefert. 

§ 66. Enthalt die ganze Funktion f(so) die a**’, aboi* Icoiue liHlioro 
Potenz der irrednktiblen Puiiktion JP(x) als Faktor, ho ist 

Q(se), 

worm P und Q teilerfremd zueinonder sind. Naoli § 31) wird die 
erste Ableitung von /’(a?) 

fix) - P(a:)“-H«P'(«^) Qiis) + 

Die eckige IDanimei' ist niobt mebr durcb P teilbai'; denn soiiift 
mflfite JP • Q ea sein; das ist aber uumuglicli, da Q teilortVemd 
Bind, und P aucb die Funktion P', die von uiodorom Grade i«t ale 
P, nioht teilen kann. Folglicb ist f(s:) durcb die (a — 1)*®, aber durcb 
keine bohere Potenz von P teilbar. Die SoblUsao golton aucb itlr 
a — 1; dauD ist f(x) nioht mebr durcb P teilbar; fUr a 0 gelton 
die Scbltlsse nicht mebr. 

Der bergeleitete Satz liiBt siob in folgendor Fonn umkebren: 
Haben f und f einen gemeinsamen irreduktibelu Faktor P, und teilt 
genau die (a — 1)*® Potenz von P die Ableitung /*', so ist geiiau die 
a*® Potenz von P ein Toiler von f, Denn ist iV die bOcbsto Po- 
tenz von P, die /• teilt, so die beobsto, die f' teilt; und iiach dor 
Voraussetzung ist es die (a — 1)*«. Also /3 — 1 ^ a — 1, d. h. /3 ==> os. 

Aus den angestellten Betraobtungon orgibt Hich; I. Sind P, P, 

. . ., S die verscbiedenen irrednktiblen Faktoren von/, und 
gilt die Zerlegung 

f(x) - p(xyQixyii{x)y . . . sixY, 

so ist 

r{x) - p(«)“-i(2(a!y-i . . . s(xy -^ . 'j\x), 

wo P zu P, Qf B, 8 teilerfremd ist. 

IL Sind P, Q, Rf . . 8 die verscbiedenen gomeiusamen 

irreduktiblen Faktoren von / und /', und ist 

so wird • • . S(xy -^ . T{x), 

fix) - p(flj)« Q{xy . . . 8{xy . uip), 
wo V teilerfremd zu' [P(a;) . Q{x) ■ . . Six)] wird. 
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UL Der groBte gemeinsame Teller Ton 
f{x) — p(x)°Q(xyE(xy • • • 8(xy 

und f'(x) ist 

TT- P(xY-^ Q(xy-^B(xy-^ . . . iS(ar/-S 

nnd ee wird 
IV. Ist 

f\x) - (a; - • • • (a; - 

wo Xi, x^, . . .f x^ untereinander yersoliieden sein sollen, dann 
ist der grofite gemeinsame Toiler der Fnnktion f und ihrer 
Ableitung f gleich 

T(x) => (x — Xiy~'^{x — x^y~'^- • • (® — 

so dafi der Quotient 

■^^>^(x-x^)ix-x^) - --(x-x;) 

nur einfaoke lineare Faktoren besitzt. 


Viertes Kapitel. 

Gleichnngen. 

§ 57. TJnter einer G-leioliung yerstehen wir die G-leiohsetzung 
zweier mathematisoben Ausdrticke. Bei willkdrlicher Gleiobsetzung kanu 
man dabei nattlrliob auf Unriohtigkeiten stofien, 

2 • 3 — 7 Oder a + 1 — a — 1 . 

Trifft man im Laufe einer Untersuoliung auf solcbe widOrspruoksyoUe 
Gleiobung, so ist das ein Zeioben dafilr; dafi man entweder you fal- 
soben Yoraussetzungen ausgegangen war oder falsobe Scbltlsse ge- 
macbt bat. 

Das folgende Beispiel mSge diese Verbaltnisse erlautem. Es ist 

1 > Jl ;> JL -L ;> Jl JL > Jl ... 

■*■•^ 2 ' 8 , 4 ^ 5 '^ 6 ' 7 '^ 8 ^ ’ 

also die 3umme der linken Seiten grofier als die der reobten, daber 
der Ausdruck 

p - (l + -j- + T + T + ••■)“ (t + T +T + T + ■ ") 

eine wesentliob positiye Grdfie. Wenu man andererseits p dadurob 
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nmfonni^ daB man die zweite nmde EUammer additiy uud sebtraktiy 
anf der redhten Seite hiDznftigt, so konimt man anf die Form 


P-(l+4- + T + T + i + T + ‘")~®(T + T + T + T + "-)> 


nnd wenn man dn-nn den Faktor 2 yon der zweiten Klamm^ in deren 
einzelne SninmaiLden mnltipliziert, so ergibt sich 


i’”(l+T + T + T + T + T + ‘“) 


-(i + t + t + v + 4 + t + -")-o- 


Also mtlfifce p zugleiob I^nll nnd grdBer als Null seiu. Dieser Wideiv 
spmoh lekrtj, dafi anf Summen yon nnendlich yielen Snmmanden die 
gewdhnliohen Beohnnngsoperationen nicbt so obne weiteres angewendet 
warden dflrfen. 

In abnlicber Art kSnnen auob bei Systemeu yon mebreren Glei- 
ehnngen WidersprtLcbe anftreten. So z. B. ist das System zweier 
Gleioibnnfiren 


ein nnyertrSgliclieB, wie die Quadriemng der ersten Gleiohnng zeigt. 

§ 58. Identisobe Gleicbongen sind solche, deren beide Seiten 
identisoh einander gleioh, oder anob yerscbiedene Foimen derselben 
GroBe sind. Kommen in ihnen nnbestimmte GhrBfien yor, so rnttssen 
beide Seiten dieselben Werte ergeben, welcbe Zablenwerte jenen nn- 
bestimmten GhrdBen auob beigelegt werden. Solcbe sind z. B. 


3 — 3; 1 -f 1 — 2; a(6 + c) — flb + ao; (® -}- y)® — a?* + 2xy + f. 


Wenn eine nicbt identisobe Gleicbung eine oder mebrere Unbestimmte 
entiuQt; dann wird fUr wiUkdrliobe Werte derselben im oUgemeinw 
die Gleiobnng nicbt eifdUt sein, d. b. die Werte der beiden Seiten 
warden yersebieden ausfallen. Nun kann man die Forderung auf- 
steUen, alle TJnbestimmten der Gleiobung so zu bestimmen^ daB die 
Gleicbnng befriedigt wird, d. L daB die Werte der beiden Seiten tlber- 
einstimmen. So ist die Gleiobung mit der Unbestinimten x 


a?* — 6a? — 6 


nicbt identiscb; denn sie wird z. B. durob den Wert a? — 0 niobt be- 
friedigt; sie enthalt, wie wir annebmen, die Forderung, alle Zablen 
anzugeben, deren Quadrat um 6 geringer ist als das IHlnffaebe der 
ZabL Die Forderung wird durob a? — 2 und a? — 3 befriedigt und nur 
durob diese beiden Werte. — Bei dem Systeme 

a?-f y-5; • y — 6 
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wird naoh zwei Zahlen gefragt, deren Samme 5 nnd deren Produkt 
6 ist. Diese Forderung erfUllen die beiden Sjsteme 

as =- 2, y — 3 und aj — 3, y 2. 

Solcbe Gleiobtmgen nenneu wir Bestimmungsgleiohaiigen; 
die Unbestimniteii, deren Werte gesacht werden, beifiau Unbekaunte 
und diese Werte selbst die Wurzeln der Gleicliimg oder des Glei- 
dhungasystems. Die Bezeiclmung „Wurzel" ist eine Erweiterung der 
ursprOnglich fdr die Losnng der binomiscben Gleichungen a;”— a 
benutzten: x=-ya. Eine Wurzel der Gleiehung f(as) •=■ 0 woUen wir 
auob als Wurzelpunkt der Funktion f(as) bezeicbnen, in Anlehnung 
an die geometriscbe Yeranschauliobnng. 

§ 59. Eine Gleicbung kann daduroh auf eine yeranderte Form 
gebracbt warden, obne daB ibr Inbalt dabei beeinbuBt wbrde, daB 
man auf beiden Seiten dieaelben GrSBen addiert oder subtrabiert, mit 
derselben, yon Null yeracbiedenen Konstanten multipliziert oder divi- 
diert. Durcb Multiplikation oder Diyision mit einer Funktion der 
Unbekannten, durob Potenzieren odei* Badizieren beider Gleiobungs^ 
seiten mit dem gleicben Exponenten kann dagegen der Inbalt der 
Gleiobung geSndert werden. So fordert 

{B* ■— 6aj 4- 3 — 0 

yon der TJnbekannten as niobt das gleicbe wie die Gleicbungeu 

(a; + 1) (aj* — 5a; + 6) — 0 oder wie ^ ^5 

so bat feruer die Gleiobnng 

/u — 2 — 5 die eine Wurzel a; — 7, 

dagegen bat 

(ay — 2)*»-6* die beiden Wurzeln a; — 7 und a? — — 3. 

kann jede Gleiobung mit bebebig yielen Variablen oder Dn- 

bekannten 

gs(a!, y, . . .) - ^(a;, y, <», • • •) 
durob beiderseitige Subtraktion yon ijj auf die Gestalt 
( 1 ) 

bringen; man sagt, die Gleiobung sei auf Null reduzieri 

§ 60. Eine solcbe auf Null reduzierte Gleiobung (1) beiBt al- 
gebraisob oder transzendent, je naobdem f eine algebraiscbe oder 
eine transzendente Funktion der in ibr yorkonunenden TJnbekannten 
ist. Dabei ist zu bemerken, daB (1) transzendent wird, wenn f eine 
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transzendeiLie Funktion aach nnr von einer einzigen eingehenden Un' 
bekannteQDL x, oder y, oder g, . . . ist. So sind 

iB*— a=-0, xamy — 1 =■ 0 


auf iN’uU rednzierte tranezendente Qleichtmgeu. 

Die einfocliste Gestalt einer auf iN’ulI reduzierten algebraischeu 
Gleicbung ist die, dafi eine gauze Funktion in ihrer Normalform gleicli 
Null gesetzt wird; die allgemeinste die, da£ man eine Badikalfonktion 
gleich Null setzi Man kaun aber durcb passende Umformung steta 
die zweite Form in die erste flberfilhren. Das woUen wir IBr den 
Fall einer Unbekannten zeigen. Der allgemeine Fall wird ganz ebonso 
bebandelt. 

Bei der Bildung einer jeden Badikalfonktion gebt man yon einer 
rationalen Funktion der IJnbekannten x aus. Das Gebiet des BatiO" 
nalen verlafit man durcb ein erstmaliges Badizieren. Die daduroh er- 
langte Wuizel, etwa die aus x heiBe x^. Nun bildet man weitei* 
eine rationale Funktion aus x und x^, die also zu dem Korper K{x, arj) 
gebort. Das so festgelegte Gebiet wird durcb eine zweite Badizie- 
rung erweitert; die dadurob emgefabrte neue Wurzel sei 


wobei die Funktion nicbt notwendig beide GrSBen x und ex- 
plizit entbalt. Weiter bBdet man eine rationale Funktion yon x, Xi,x^, 
usf., bis man zu einer rationalen Funktion von a;, x^j x^, Xg,...,x kommt: 


( 2 ) 

dabei ist 

( 3 ) 


yJx, X^,’ - xj 


<*0 + -H 


? &0 ~f" “1“ H" • • • ’ 


eine rationde Funktion der Argumente a, x^, x^, . , x i. Mit Hilfe 
you (3) kann man Zabler und Nenner yon gj auf den Grad (n — 1) 
in x^ reduzieren, indem ^ 


gesetzt wii-d, Wir sucben jetzt zwei Punktionen A und JB so zu be- 
^immen, daB das Produkt aus A in den Z&bler von und das aus 

B m den Nenner des g) von dem Badikal x frei wei?len. Statt die 
GlenAung — 0, als Gleicbung fttr x aufgefaBt, zu iSsen, bebandek 
WIT die von x^ freie Form 


JB 



deren Wuizeln ja aucb die von = 0 einsoblieBeu. 
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Bs reiclit aus, dies ftlr A and ftlr n ■=■ 6 durchzufflliren. Wir setzen 
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mit leicht erkennbarem Bildungsgesetz, nud zeigen, dafi das Prodokt 
(4) [do + 

Yon aSp frei dargeatellt warden kann. Wir ftlhren die Multiplikation (4) 
so dnroh, dafi jedes Element der ei-sten Zeile der Determinonte mit 
der eckigen Klammer in (4) multipliziert wird. Naohdem dies ge- 
sohelien ist, sabtrahieren wir von den Elementen der neuen ersten 
Zeile die zweite mit a; * multiplizierte, die dritte mit multiplizierte, 
die vierte mit x^ multiplizierte and die ftlnfte mit x^ multiplizierte. 
Dadurch entstebt 


(«,, + «!*. + ••• + 0 ( 1 ® *)X- 0 , a. 
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also ein von x^ freier Ausdruok, der duroh. TJmstellung der Zeilen auf 
die durcbsiobtige Form 
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gebraobt warden kann. 

Hat man in Ebnlioher Weise B bestimmt, so setzt man an Stella 
der Glleiobung 0 nun die erweiterte 

^ n 

in der x„ niobt mebr vorkommi Aus ibr kfuin in derselben Weisa 
entfemt werden, usf., bis man auf eine rationale Funktion von 
X gefClbrt wird, deren Zabler dann gleiob Hull werden mufi. Die „Ba- 
dikalgleiobungen^' bieten d^naob niobts wes^tbob Heues gegentlber 
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Vierteg jSiapitel. ffJeichunffen 


dea algebraischeii Gleichangen, in denen eine ganze Fnnktion der Un- 
bekeumten gleioh KnU gesetzt wird. 

AIb Beispiel nekmen wir die JEtpadikalgleicbnng 

Man erlilAt in diesem Falle 


flPi— 6 + jPj + a;i*; 


— 6 X 


1-6 X 
1 1-6 


— «* + 29fl? — 216 — (a? — 8) (a? + 27) , 


so dafi a; « 8 imd a; » — 27 die Wurzeki der yorgelegten Kadikal- 
gleicbxmg sind, oder vielmehr, dafi ibre Wnrzeln sich nnter den Wer- 
ten 8 xind — 27 finden mtissen. 


§ 61. Hiemacb bietet die Slassifiziemng der ganzen Funktionen 

g{x^, ®J 

ein natnrgexn^es Emteilnngsprinzip fQr die algebraiscben Gleiobnngen 

nnd wir nntersobeiden diese Gleicknngen znerst nanh der Anzabl der 
in ibnen yorkonimenden Unbekannten. Bemnacb sind die einfoobsten 
Gleiobnngen die mit einer Unbekannten. Diese lasseu siob wieder 
nacb dem Grade einteilen, in welcbem die Unbekannte ibrer b5cbsten 
Fotenz naob in die Nonnalform der gleicb Knll gesetzten ganzen 
Fnnktion eingebt. So sind 

flij+OiaJ — 0, floH- Oja? + 0^3?*-= 0, + + + 

die allgemeinsten Formen der Gleichnngen ersten, zweiten, dritten, . . . 
Grades nnter der Annabme, dafi der Eloefdzient der jedesmal anfbre- 
tenden bSobsten Potenz der Unbekannten yon Nnll yersobieden ist. 
Die Funktionen anf den linken Seiten nennen wir die Gj^eicbnngs- 
polynome. 

Bei den Gleicbungen mit mebreren Unbekannten liegen die Ter- 
baltniase nicbt so einfaoh, da bei ibnen die einzelnen Unbekannten 
in yerscbiedenen Gxaden eingeben kdnnen, wie z. B. in 

ax + tx* + exyst — 0. 

Hier zeigt es siob als geboten, die naob sKmtlioben Unbekannten gei- 
nommene Dimensionenzabl als JBiinteilnngsprinzip zn benutzen. 

§ 63. Wir baben oben (§ 42) sobon geseben, dafi, wenn a^ eine 
Wnr^ der nicbt identisob erfbUtkn algebraisoben Gleicbnng /(a;) — 0 


Zerlegung in WuredfaJetoren 
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iflt, dann das Gleichnagspolynom f(ai) den Faktor — liat; wir 
nennen (x — Xj) einen Wurzelfaktor Ton f(x). Es iet nun 

+ 

— 

Beaitzt f{x) =— 0 eine zweite, yon x^ yersohiedene Wurzel a^, so folgt 
(sBi — Xi)fi(x^)’^0, und da der erste Faktor der linken Seite yon 0 
yersdhieden ist, — 0, d. h. aj^i ist eine Wurzel von fi(x) »=» 0. 
Denmach ist 

fi(x) - (flj - iBj)(Co X^-* + C/V-® + • • • + c"_g) 

und daner 

f{x) - {x-x;){x-Xi)f^{x). 

Hat f{x) — 0 eine weitere, von x^ und x^ verscliiedene Wurzel so 
ergibt sich ebenso 

fix) - W; 

wo das hoohste GHied von f^is^ gleiob c^aj"”® ist. So gebt man waiter 
bis zu 

(6) fix) - Ct^ix-xf){x-xi)ix-x^ . . . 

HierauB folgt^ daB eine algebraiscbe G^leicbung Grades nur 
dann mebr als n untereinander versobiedene Wurzeln baben 
kann, wenn sie identisob befriedigt ist. Denn batte die Glei- 
cbung -fix) — 0 noob eine neue, yon den « bisberigen x^^ x^, . . ., 
versobiedene Wurzel x^, dann folgte 

/"W = «o(«o-«i)(®o“a^) • • • - 0; 

da nun alle Differenzen Xq — x^, . . ., a?o~®» versobieden sind, 

so mufi » 0; also fix) ^ 0 sein. 

§ 63. Wir saben soeben, dafi, wenn die Gleicbung 

fix) = (^aJ"+ Ciaf“^+ ■ • • + "■ 0 

die Wurzel X’^x^ bat, dann das Gleicbungspoljnom in die Form ge- 
bracbt warden kann 

fix)^ix-xi)fiix). 

Hat ancb f^ix) — 0 dieselbe Wurzel re — dann ist in ShnUeber Weise 
A(®)“(«-«i)9>i(<»); also /"(»)- 
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Vtertas Kapitel. Qleichmgen 


1st aach eine Wurzel von. yg(ip) 0; dann folgt ebenso 
fix) - (fl?-%)V8W 

nsf.; bis man auf 

kommt, vro die Q-leichung — 0 niebt waiter ols Wurzel bat. 
Wir nflTiTifln dann x^ eine a-faobe Wurzel oder eine Wurzel von 
der Multiplizitat cl 

Aub dem TJmstande, dafl tp^ vom Grade (» — «) ist, kann man 
den SobluB zieben: Die Summe der Multiplizitaten der ver- 
sobiedenen Wurzeln einer Qleiobung kann den Grad der 
Gleicbung nur dberscbreiten, wenn das Gleicbungspolynom 
identiscb versobwindei 

Der Fundamentalsatz der Algebra, den wir 6i*st spater ableiten 
warden, sagt aus, dafi die Summe der Multiplizitilten der veraobiedenen 
Wurzeln stets gleiob dem Grade der Gleicbung ist, oder dafi jede 
Gleicbung Grades « Wurzeln besitzt, wenn man jede Wurzel sa 
oft zablt, wie ibre Multipbzitat es angibt. 

§ 64, ‘firber die Koeffizienten Cq, Ci, (^f . . des Polynoms f(x) 
baben wir keinerlei Yoraussetzimgen gemacbt; sie kSnnen also kompleic 
sein. Gegendber der Annahme reeUer Koeffizienten bedeutet dies je- 
docb keine YeraUgemeinerung. Dezm ist etwa die Gleicbung 

( 6 ) + + + + 

vorgelegt, in der die a^, A, B reelle Grfifien bedeuten, so multi- 
pliziere man sie mit 

(7) (flo— + H (»n — .Bi. 

Das Produkt beider Foljnome 

A* + J3* = + — f-ajs + 

bat nur reelle Koeffizienten, und die Gleicbung (2*w)^ Grades in x 

( 8 ) 

besitzt unter ibren Wurzeln alle Wurzeln von (6). 

Weifi man also z. B., dafi (8) 2» Wurzeln besitzt, so folgt, da 
weder (6) nocb (7) mebr als n baben kann, dafi (6) auob wirklicb 
» Wuisieln. besitzt 

§ 66. Hat die Gleicbung /’(aj) — 0 mit reellen Koeffizienten 
die Grofle (p + ff*) als a-facbe Wurzel, dann bat sie aucb 
(jo — 2*) als a-facbe WurzeL Denn nacb § 66 ist 

fix)^{x-p-g_%)«(pA^) 


JifultipU/siiilt von WureeJn 
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und nacli § 54 ist dann f(x) aucli durch (x —p 2*)“ tsill^ar. Hieraus 
ist zn estnehmeii, dafi jede Qleicliim.g mit reellen iKoeffizienten ent- 
weder keine oder erne gerade Anzalil komplezer Wnrzeln liat. Jede 
Gleichung nngeraden Grades mit reelleu Koeffizienten hat dagegen eiue 
ungerade Anzahl reeller WurzeLn, also mindestens eine. 

§ 66. Yon dem Satze § 62 woUen wir eine Anwendung maolien. 
Es seien zwei ganze Funktionen P(x), Q(x) gegehen, m sei der liSliere 
Ghrad der beiden Funktionen. Wenn dann der Quotient P{x ) : Q{x) 
far (w + 1) Werte der Unbestimmten x den' gleichen Zahlenwert, etwa c 
annimmt, wo o 4* ^ B^i, 

Q(^ ^ ®»n; 

dann hat die Gleichung 

P{x) — cQ{x) — 0 

• Tom Grade m mehr als m "Wurzeln, ist also identiach erfttllt, d. h. 
wenn wir 

Q(a)) s boa™ H- bjo"*- ^ H h 

setzen, dann wird 

P(x) — boC®"* + bica’""^+ • ■ • + 

und der Bruch 



wird identiach befriedigi 

% 67. let eine Gleichung mit m Unbekannten vorgelegt 
(9) gix,y,0,...,u)>^O, 

so kann man (m — 1) von ihnen feate, wiJlkllrlidhe Werte geben, z. B. 

y-yo) •••; «-**o 

und dann nadh der Eintragung dieser Werte in (9) 

als Gleichung mit der einen Unbekannten x aufEasaen. Dies wird, wenn 
diese Funktion nicht identiach verschwindet, durch eine endlidhe An- 
zahl von Werten befriedigt, wie der „Fundamentalsatz der AJgebra^^ 
zeigt. Demnach bilden die Loaungen von ^ 0 eine Mannigfaltigkeit 

von (m — 1) Dimenaionen, und ^ — 0 hebt diese aus der w-fachen 
Mazmigfaltigkeit der m Unbestimniten x, y, 0 , . . u heraus. 

Schwieriger sind die Yerhaitnisse zu Ubersehen, wenn m Glei- 
chuugen mit n Unbekannten vorliegen. Man kSimte dann so verfahreU; 
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Viertes KeupitH. OJeUshmgm 


dafi man eine der Unbakaimten, etwa Xj ans jedem Paare der vorge- 
legten Gleiolmngen 

(9a) 9 f,{cSjy, 0 ,...,u)^O 1,2,3,... ,»n) 

durcb. geBcbickte Combination entfemt, eliminieri Wir warden spater 
eine Metbode angeben, die diese Combination dnrcbfllbrt nnd das 
Eliminationsresnltat lieferi Das angegebene Yerfahren mffc eine 
Eeibe Ton Gleichxmgen bervor, die aus (9 a) folgen und dabei frei von x 
sind, etwa 

(10a) ^,(y, if, . . ., m) - 0 (v « 1, 2, 3, ..., w?'). 

Mit diesem System verfabrt man binsicbtlicb einer der nocb vorbom- 
menden ITnbekannten, etwa genaa so, wie znerst mit dem Sy- 
steme der — 0; man kommt so auf die Gleicbnngen 

Tc^{0 , ...,«)- 0 (« - 1 , 2 , 3 , ..., m") 

nsf., bis das Yer&hren von selbst ein Ende nimmt. Dabei Trnnn es 
vorkommen, dafi bei der Elimination einer ITnbekannten mit dieser 
zngleiob alle nocb vorbandenen anderen Unbekannten wegfallen. Wird 
das Besnltat dann niobt identisob gleicb KuU, so ist dies ein Zeicben 
dafOr, dafi das vorgelegte Glmcbungssystem keine Losnngen bat, wie z.B. 

s^ + ye^af (/c* + yjfir)“+ (a;* + ya) — 6 (a* + a-)-&). 

Entbalt das Cesnltai^ wie bier, nnbestimmte Gfrofien, obne iden- 
tiscb befiriedigt zn sein, so befert es eine notwendige Bediugnng ftir 
die Existenz von WurzeJn des Gleiobungssystems; im obigen Beispiele 
tritt als Bedingnng fbr die LSsbarkeit anf: 

o® + a — 6. 

Der Absoblnfi nnseres Eliminationsalgoritbmns wird also 
eintreten, wenn bei der Elimination einer jeden der nocb vorbandenen 
Tlnbekaimten aus je zwei der vorbandenen Gleicbnngen alle Unbekannte 
gleicbzeitig verscbwinden. Der Absoblnfi wird femer dann eintreten, 
wenn mir eine einzige Qleicbnng flbrig bleibt, aus der dann natfirlicb 
niobt weiter eliminiert werden kann. Diese eine Gleiobung kann 
mebrere Unbekannte enthaltoi; tritt dies ein, dann stofien wir anf 
den im Anfange dieses Paragrapben besproobenen Fall Mit der L6snng 
dieser Scblufigleicbnng geben wir in das vorletzte Elimination ssy stem 
von Gleicbnngen ein nnd bestimmen in ibm die Wnrzelwerte fttr die 
vorbandenen Unbebnnnten, nnd fabren so fort, bis wir zn dem 
System znrtlol^elangt sind, von dem wir ausgingen. 

Das bier skizzierte Yerfabren ftlbrt stets zum Ziele. Es leidet 
jedoob an dem fibelstande, im allgemeinen die LSsnngen von (9 a) niobt 
ansscbbefibob zn liefem, sondem neben eine von fremden. 


Gkichungen mit mekrarm Un^ekawnien 
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Dies exkl&rt sich daraus, dafi zwar jedes der Systeme (9 a), (10 a), . . . 
eine -Folge des yorhergelieuden ist, aber nioht umgekehrt d^ frtlliere 
eise Folge des sp&teren. Es wird gezeigt warden, dafi nnd wie dieser 
tfb^tand vermieden werden kann. 

Es folge eiu Beispiel: 

s a;*— 3® + y + e + 2 — 0, 

= xe — 

<7, ^ a*— a; + y — jer — 2 — 0. 

Die Elimination von y erfolgt durck 

;»! =^78-^8 = (« + l)(4f + 1) - 0, 

^ — 5^1 = 2(a;— — 2) =- 0, 

^*s> = 1) (^ + 3 )- 0 ; 

weiter die yon e durck 

Y(a;- l)kj - ^ = (a; + l)(a;- 1) - 0, 

(aj + 1)^8 + (a; — l)Ai s ~ 2(® + l)(a; — 1) — 0, 

\ + 1)J^ s (aj^ l)(iP“" 1) ■■ 0. 

Also konn x nur •= + 1 oder — — 1 sein. Man findet als Wnrzeln 
des Systems der drei y die Systeme 

a;^ — + 1, yj - + 1, — — 1 und a;^ — - 1, y, — — 3, — 3, 


Ftinftes Kapitel. 

Lineaxe Oleidiuigea. 

§ 68. Die Normalform einer Gleickung ersten Gfrades oder einer 
linearen Oleiokung fQr die Unbekannten x ist 

(1) aa? + 6 — 0; 

sie anfl5sen keifit, die Werte yon x bestimmen, die die lineare Fnnk- 
tion (axi-h) zn I^uU macken. Dabei ist a>{-0 yoranszusetzen; denn 
far a » 0 gekt ja die Unbekannte x gar uiokt in die Gleickung ein, 
und (1) kat far a -» 6 -* 0 unendlick yiele Wnrzeln, nSmlick alle end- 
lioken Werte; far a — 0, & + 0 dagegen keine. Par a + 0 ergibt sick 
als einzige LSsung yon (1) 

(la) a, -L. 
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F‘Anfte8 Kapitd. Lineare Oleidiungm 


Die allgemeine Form der lineareu Gleiohung ktmn sehi- versohieden 
sein. Wir geben einige Beispiele. 

y 800—6 , Bao — l Sa? -- 17 

a;* — daj * 


a* — 2a: 'a* — 8® 


Multipliziert man beide Seiten dieser Gleiobuug mit 2) (x— 8) {a— 6), 
so kommt man auf die Normalform 


nnd anf deren Losnng 


lOa; -34-0 

17 

8* 


II. Vorgelegfc aei die Gleiolinng 

7 + - .r. 

Man snbtrabiert auf beiden Seiten 7 nnd quadriert; dann entstebt die 
Normalform 

Sm — 46 — 0 

nnd deren Lbanng 

a - 15. 


III. Urn die gleicbfalls in niclitraiionaler Form anffcretende Glei- 
chong „ 

f/a: 4- a* — ]/» ■" 

zn Ibsen, addieii; man auf beiden Seiten uud qnndnert; man er> 
h&lt dabei 

a; 4- a* <= ic 4- SZ/l/a? 4- 
darans folgt dorch Umsetzen 

2b'f/x — — 

und die iN'ormalform dieser wird 

4b*a;-(fl«-6*)8-0. 

§ 69. Wir woUon anoh weitergehonde Anwendungen macben und 
w^len zuntLcbst die Darlegung der sogenoimteu „regula falsi'^, die 
zur nSbemngsweisen Bestimmuug der Wurzeln numerisobei' Glei- 
cbungen dient. 

Vorgelegt ist eiue ganze, also stetige Funktion y — /'(a;). Der 
Wert a; — S mbge f{x) zu Null maoben, — 0, d. b. | mbge oine 
Wurzel der Gleiobung f{ss) — 0 sein. Dabei soli Itlr wacbsende x die 
Funktion /"(aj) bei aj | durob Null geben, etwa vom Negativen zm 
PositiTen. Die geometrisobe Abbildung von ver- 

ansebaulicbt diese Voraussetzungen. Wir nebmen femer einen Wert 
%<| und einen zweiten > | so nabe bei S, dafi zwisohen 
und Xi keine weitere Wurzel von f(x) 0 als | liegt. In der Figur 


Begula falsi 
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Bind OA^ und OA^ die Bilder von xind as^f wahrend OQ das Abbild 
von I ist. Dann kann die Sebne sia N^kerung fOr die Enrve B^B^ 

gelten nnd der Sclmiti; der E-Aohse mit der Sebne ala iNabemngs- 
wert fbr den Funkt Q. 

Nennen wir den Scbnitt 
A^ nnd setzen OA^^x^f 
BO ist Xq ein NlLhemngs- 
wert von der zwiscben 
Xj^ nnd x^ liegt, also ge- 
naner iat ala der eine von 
diesenbeiden. a^liegtent- 
weder zwiscben imdA, 

Oder zwiscben A^ nnd A ^ ; 
je naobdem das erste oder 
das zweite eintiitt, kann 
man dieselben Sobltisse 
fdr x^ und x^ oder fdr 
x^ und x^ wiederbolen, die soeben fdr x^ und x^ gemacbt worden 
Bind. Die JSntscbeidung fiber das Eintreten des einen oder dea 
anderen Falles wird dnrch das Signnm von = f{x^ geKefert; iat 
flgn — + 1, dann liegt | zwiscben a;, und ist dagegen 

sgn (yi ’ya) liegt | zwwoben x^ und . In unserer Figur 

tritt der zweite FaU ein. 

Die analytisobe Gcometrie leitet ftir die Sebne B^B^ die Gleicbimg 

y — yi ^ a—(Oi 

yi— yx «i— ax 

ber; f&r A^ ist y — 0 und x^x^j also wandelt sicb diese Gleicbung 
urn in 

— yx ^ ■ 

Vt — Vi «i— «»i’ 

und darauB folgt als L5sung der lineareu Dleicbung fbr x^ 



Vt—Vx 

Beispielsweise betracbten wir 

y — f (a?) 1 — 0 

und nebmen als ISibberungswerte; zwiscben denen eine Wurzel | liegt^ 


a?i — 0, a% — 1. 

Dann wird 


Katto; Algebnx 


6 
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FUnfles Kapitei. JUneare Gleielmigen 


dfurauB folgt 


— J^-0,6; y8-®«"+a!8~ 1 

y% — vi 


Tind welter 


- 0 , 686 ; -- 0 , 100 ; 

y* vi 

0,678; y.-iik* + %-l 0,022; 

yi — tfi 

0,680; y,-ii;,»+*i-l 0,006; 

«.y,-ay j_0698, y,-V+®.-l “ + 0,038; 

If* If# 

_ 0,6821, y,_ V+ ®8- 1 ” - 0,0005; 

IfT If# 


Die Wurzel | liegt also zwischen 0,698 mid 0,6821, so dofi bei der 
Annahme des Mittelwertes 4-(a!7 — fl%) 


der Fehler 


I - 2!5!Lr5!!!H _ o,69006 
<2!5»Lt£d?!‘_ 0,00796 


% 70. Eine andere, naoh Newton benaimte Methode^) der name- 
riscihen Annaherong an eine Wnizel von /'(a;) » 0 kndpft an die 
Formel (7), § 32, an 

fix + A) - fix) + if'ix) + A* + A* + • • . 

Geaetzt man b&tte fOr h einen Wert < 1 angenommen, so wQrden 
die Fotenzen ... mit wachsendem Ezponenten kleiner and 

kleiner warden; ja, wenn der Wert von h Bobon sebr klein isi^ dUrfon 
niobt nnr jene Fotenzen, Bondem es daif anob die Summe 

1-2 1.2.8 ^ 

bei Annaberungsreohnungen vernacbl&ssigt warden. Dadurob gebt die 
obige Gleiobung in die fOr A lineare 

■ ^ i^(® + A) — f(cB) + hf(lX!) 

1) Newton, Brief an Oldenburg yom 18. Juni 1076 { femer dargelegt 
in der „Ana]yBiB per aeqnationeB nnmero tenninortuu inflnitas'* nnd im „Me1iho- 
dne finxionxmi". ObugenB batte Bobon Vieta eine ganz Uinliobe Metbode an- 
gegeben. 


Nembonaehe N&hmmgamethode 


£3 


fiber. Gesetzt nim, Xi ware ein Naherungawert fflr die genane Wurzel | 
der Gleichung f(x) *= 0, und zwar gelte 


so folgt 


l-ai + A,, 

m)-o-a<c^+\rQH) 


Tind dnroh Aufldaimg dieser in linearen Gleidmng 

Ml 
n^) 


Dieser Wert tod. ^ wird zwar {pn^ + niobt genau zu | maobeD, bei 
den erfallten YorauBsetzangen fCbr die Ann&hemng immerlim aber in 
dem Werte 

flt “ ^ ^ • 


emeu, gegendber genaneren bPaberungswert liefero. 
mit emen zweiten Nahenmgswert 




Wir baben so- 


und mit ibm l§£t sicb die gleicbe Operation wiederbolen. 

Wir wenden diose Metbode gleiohMlB anf das Beispiel deB vo- 
rigen Paragrapben 

y — f(x) — 1 — 0 


an. Dabei wird die Ableitung zu 


f'(x) — 3a^-f- 1. 


Wir nebmen ^—1*, darans erbfilt man der Beibe nacb 

+ r(l)-4; ®,-l-i = 0,7B; 

/(0,76) - 0,1719, r(0,75) - 2,6875; x ^ » 0,76 ~ 0,064 - 0,686; 

f (0,686) - 0,0088, (0,686) - 2,4118; x ^ - 0,686 - 0,0036488 

- 0,6823612; 


§ 71. Dem Mangel dieser Metbode, dafi keine Genauigkeitsbestim- 
mung fOr die berecbneten Ndherungswei.’te oojf x^, x^, x^^, . . , geliefert 
wird, wie sie die Eegula falsi gab, kann man abbelfen. Wir wollen 
aber bier nicbt nSber auf diese Frage eingeben, da ibre Beantwortnng 
nns zu weit Ton unserem Wege abfdbren wtlrde. Dagegen wollen 
wir nocb erwabnen, dab weder bei der Regula falsi noob bei der Kew- 
tonscben NUberungsmethode die Form der Gleicbung eine RoUe ^ielte. 
Demnacb sind beide Metboden auob bei trauszendenten Gleichnngen 
yerwendbar. 

6 * ’ 
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FUnftea Kapitel Lineare Gleic^utngcn 


Wir beihandeln als Beispiel die transzeudento G-leichnng 

y — aj + sinic— 1«0 

zuerst naoli der Begnla ifelsi. 

Nehmen wir ■*» 0, a^ ■" so ergibt Bich 

yi- - 1, ys- sm67®ir49"- 0,83962 

und hierane 




0,54368, 


y. - yi 0.88968 + 1 “ 
y, - 0,64367 + sin 36® 8'- 1 » 0,06160. 

nine Wurzel liegt zwisclien a^ und a;,. Es wird fUr sie 

r ... ®iy» -"^yi r. r-n 0 61016 

y. - 0.61218 + sin 29» 20' 40" - 1 = 0,00206. 

Eine Wnrzel liegt zwisohen tmd x^. Es wird fdr sio 

a^y^ — a>4y, 0,61816 a ri -t 1 9 

. ^ y*— yi 1,00806 

yj - 0,51112 + sin 29® 17'6" - 1 - 0,00027. 

Wir wenden nnn die Newtonsdfcie Methode auf dieselbe Gloiohnng 
an. Dabei ist 

y'— l + oosa;, 

^ ~ 1 -I- oo fl ’ 

Nahmen wir x^ — 1, dann wird y^ — 0,83952 und 

0,45491, 

yj - 1 + 00 s 26® 4' - - 0,10567. 

Gaht man Ton diesem a^ waiter, so folgt 

-0,46491 + ^511 -0,61087, 
y, - 1 + COB 29® 15' 14" -- 0,00076 

usw. 

§ 72 , Wir gehen jetzt znr LSsnng eines Systems linearer Glei- 
ohnngen mit mebreren Unbekaunten tlber und bespreoihen dabei zu- 
nSolist zwei formal Yersdhiedene, in Wirkliohteit aber Ubereinstimmende 
'Methoden der L5sung soloher Gleiobungen. 

Sind mebrere Gleidhnngen mit unbestiinmten Koefdzienten a, b, Of 
q,..., ^ . nnd den zu bestimmenden Unbekaunten 
x,yf g,tf gegeben, BO daB 



lAneare Gleidnmgen 


Bb 


ax -^hy + C 0 dt +•••«- A, 

OiX + \y Gj_0 + d^t 

a^x + hf^y + + d^^t +*••“■ ^» 


so kdnnen wir aus jeder yon iliiieii die gleiohe TJnbekaimte, z. B. Xf 
bestimmeii, namlioh. dmoli 

x^^Qi —hy —ce — dt •)» 

—^Qh'-'\y - Oi 

), 


Das ist stets mSglidb, da . . . tmbestiminte GrSfieu sind, die 

Divisioiien doroh. diese Ghrofien djso gestattet sein mtissen. 

Setzen wir die Ansdrdcke, die der zweiten, diitteii; yiertezi; . . . 
G-leicbung entstammen, dem aus der eraten hergeleiteteu gleicb, 

- «i« - ) - -|-(A - - «» - <*< •). 

— — — — — •). 

so entstehen Gleicbxmgen, die auf die Gestalt 

t{a\— aih)y (ac^—a^(^)0-\-{a^d—ai^d)i-^ — — a\— 

(3) I (a&j— a,b)y + {ac^—a^c)8 + {ady~- a^S)t - • • «» a’h^^'a^'hj 


gebraobt warden kSnnen. Sie stunmen ibrer Form naoh xnit den Glei- 
ohnngen (2) tlberein, sind aber der Anzabl naob. nm eine geringer nnd 
besitzen anob eine Unbekaonte weniger als (2). 

Hit den Gleiobungen (3) kSnnen wir ebenso verfabren nnd kom- 
men dabei anf ein System, das zwei Gleiobnngen nnd zwei UnbO' 
kannte weniger enthalt als (2). So gebt man waiter. Dabei kOnnen 
drei FaUe eintreten: 

I. Die Anzabl der Gleiobnngen Ubertriflfb die der Unbekannten, 
Dann stSBt man bei der Weiterfdbmng der Operationen anf Gleiob- 
beiten zwisdhen den EoefQzienten selbst; da ^ese als nnbestimmte 
Grofien angenommen sind, so Warden diese Gleicbbeiten im allgemei- 
nen ni(^t eifollt sein, nnd das System (2) ist xuobt losbar. 
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n. Die AthhhTiI der Gleiolimigen ist der ihrer Unbekaamteii gleich,. 
Daan stSfit -maTi im Lanfe des angegebeneu yerfahreziB anf eine 
Gleiohmur yon der Form 

in der nnd N ans den !Koe£fizienten yon (2) ziisommengesetzt Bind. 
HieratiB folgt f£Lr die Unbekannie 

‘ M 

Gbbt TnftTi rfickwarts, bo erbSlt man, dem GleicbnngBsysteme (2 a) ent- 
sprecbend, eine Gleichong 

dnrch die e beBtimmt wird; new. Man erbalt somit ein LdBungs- 
syBtem x, y, 0ft, .. . yon (2). 

m. Die Anzahl der Gleicbnngen iat geringef als die der XJnbe- 
kannten. Ist diese Differenz bei dem Systeme (2) gleicb v, bo ist sie 
anoh beim Systeme (3) gleicb v usf. Man stSBt daber scbliefilicb auf 
eine Gleiobnng mit (v + 1) Ubbekannten, etwa aaf 

. JS£t "f" Jlifj w “f- Mg !>-{“•••" N 

nnd sie liefert den Wert einer der Unbekannten durcb die wiUkfirliob 
bleibenden Werte der dbrigen v Unbekannten, z. B. 

Gebt man yon bier ans wie in II rtLckwarts, so erkennt vpan, daB 
alle LfisnngsBysteme x, y, i?, . . < noob v willktlrliobe GrSBen 
entbalten. Man si^ daim, (2) babe v-facb nnendliob viele LBsnngen. 

§ 73. Die- im yorigen Paragrapben besproobene Metbode der 
LSsnng beiBt die Kombinationsmetbode. Yon ibr untersobeidet 
siob die SnbBtitntionsmetbode dadnrcb, daB der ans der ersten 
Gleiobnng (2) erhaltene Wert yon a?, namliob 

X’-^ — Qi — hy 00 — dt ) 

in die tlbrigan Gleiobnngen eingesetzt (substituiert) vird: 

^(h-hy^C0^di )-f + + + 

6y-c« - . . .) + + . . . „ 

Das ftlbrt sofort wieder auf die Gleiobnngen (3). 


Byakm linearer GUiehungm 
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Wir liaben ausditlcklioli die GroBen a,h,c,...f h] Oi, 

. . . als anbestiinmte GroBen angenommen, bo daB unter ihnen keine 
Bielationen besteben. 1st diese Azmabme nicht erMlt, so kann die 
bebandelte Metbode binfallig werden; es reiobt z. B. scbon aus, a » 0 
anzmiehmei), urn das System (2 a) unmogliob zn macben. Tim alle bei 
dem System (2 a) anftretenden Verbaltnisse zn tLberseben, woUen wir 
noob erne andere Metbode ^besprechen, die nicbt dnrcb aUmablicbe 
Entfemtmg der einzelnen ITnbekamiten wirkt, sondem sofort zum 
Besultate gelangt. 

§ 74. Wir geben Ton zwei linearen Gleicbungen mit zwei tJn- 
bekaimten x imd y aus 

I a® + “ c, 

^ + — Cl. 

Wir mnltiplizieren die erste Gleiobnng (4) mit die zweite mit (— &) 
nnd addieren die Eesultate. Diese Operationea bezeiobnen wir dnrcb 


Das Besnltat wird 


ax + 

<hx + \y 


C 

Cl — 6. 


(a&i— o^b)® — c&i — Cib. 

Femer bilden wir in Sbnlicher Weise das System 

a® + by — c ■— Oi, 
a^x + &iy — Cl 

nnd erbalten 

(abj — Oib)y — cai + c^a. 
Beide Operationen k5nnen wir kBrzer dnrcb 

f a® +• by - c II bi I - Oi; 


' a® -f- by — c 

,ai® + biy — Cl — 


andenten. Explizit wird dies 

(6) (abi — Oib)® — cbi — Cl b, (abi — aib)y 


ca^ + c^a. 


Die Gleichnngen (6) folgen ans den Gleicbnngen (6). Ist ®, y 
daber ein Ldsungssystem von (5); dann befriedigt es au(^ (6). Also 
liefert die Ldsnng yon (6) ancb die yon (6); aber es ist nicbt a priori 
Mar, dafi nnn ancb nmgekebrt jede LBsnng yon (6) gleicbzeitig eine 
Lbsnng yon (6) wird. 
iBt 

(7) . abi^-Oib + O, 
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dann man die beiden GHeichungeji (6) durch (ahi — a^b) divi- 

dieren nnd erhalt 

/Q\ ^ _ ac^ — a ^o ^ 

(°) ® a\—€i^h*^ ah^ — €t^l} 

Hat das System (4) LSsuiigen, so sind sie durch (8) gegeben. Tragen 
wir die rechten Seiten von (8) in (4) ein, so werden die yorgelegt^ 
Gleichungen, wie man leidht sieht, auch befnedigt. Es gibt also in 
diesem Falle eine und nur eine LSsung (8) von (4). 

Ist jedoch 

(9) a&i — flib-O, 

so bilden wir die Kombinationen der Gleichungen (4) 

a^{ax + by — fl) — a{c^x -h b^y — c^) — — a^c, 

+ by — fl) — l(c^x -f- \y — O — ^1®- 

Kann man durch ein Wertepaar {Xj y) die Q-leichungen (4) befriedigen, 
so bringt dies die Klammem dar beiden Gleichungen (10) sum Ver- 
schwinden. Das ist aber nur mdglich, wenn auch die redbten Seiten 
Null Bind. Es bestehen also bei Geltung von (9) nur dann Ldsungen 
von (4), wenn auch 

(11) flCj — fliC— 0, bCj-biC — 0 

wird. Ist (11) nicht erfDllt, wohl aber (9), dann haben die Gleiohun- 
gen (4) keine Ldsungen. 

Wir nehmen an, (9) und (11) seien erfflUt. Wenn dann auch nur 
eine der vier QxSBen a, b; b^ von Null versohieden ist, so kdnnen 
wir, da die beiden Gleichungen (4) untereinander und die beiden Sum- 
manden ihrer linken Seiten untereinander vertauschbar sind, eine belie- 
bige der vier Qrdfien als von Null versohieden annehmen; wir setzen etwa. 

(12) . a + 0 

und folgern aus (9) bj — — b und aus (11) c; dann ist 


Ojic + bjy — Cj — (ofl; + by — c); 


d. h. die zweite Gleichung (4) wird durch jedes Wertepaar (jsjy) be- 
friedigt, das der ersten Gleiohung (4) Genflge leistet. Nun kann man 
die erste Gleichung durch ein ganz beliebiges y und 

/1 


stets erfOllen. Folglich wird das Wertepaar 
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fUr jedes y ein LosmigssyBtem yon (4), d. L (4) hat eine einfach un- 
endliche Schar von Lfisnngen. 

1st dagegen 

(14) a — 0, 6 — 0; ffi — 0, 6^ — 0, 

BO hat^ wie (4) zeigt^ dieses System nnr dann Losmigen, wenn anoh 

(16) c-0, Ci-0 

wird; dann gibt es eine doppelt nnendliche Sohar ron LSsnngen, in- 
dem n'dmlioh jede Wahl yon x und yon y die Gleichongen be&iedigi 
§ 76. Wir haben im yorigen Paragraphen alle moglichen FSlle, 
die bei einem Sysfceme yon zwei linearen Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten eintreten k6nnen, erledigt nnd so eine Anzahl yon Einzel- 
resnltaten hergeleitet. Es kommt jetzt daranf an^ diese in einem ein- 
faohen Gesamtresnltate zu yereinigen. Hierzn dieneu nns die im ersten 
Eapitel bereits eingeftlhrten BegrifEe der Determinanten, der Matrizen 
nnd des. Ranges beider. Ja, dnrch sie gelingt es, den allgemeinen 
Fall eines Systems Hnearer Gleichnngen in tibersiohtlioher Weise zu 
behandeln und damit ein Problem zu ISsen, das G. G.J. Jacob i fOr 
aufierordenilich yerwiokelt erklSrte.^) 

ZunSchst kehren wir zur Behandlung yon (4) zurClok: 

Bei 

+ 0 

gibt es eine LSsung yon (4). Hier haben die Deteiminante 

a 6 fa b 0 

. und die Matrix I , 

<h \ ^ 

den gleiohen Rpang zwei. 

Bei der Annahme 

a6i — Oih — 0, acj — fliO— 0, 6<^— 6i0 — 0 

a "f* 0 

gibt es oo^, d. h. eine einfiaoh unendliohe Sohar yon LQsungen. Hier 
ist die Determinante der Eoeffizienten sowie auch die Matrix der Kon- 
stanten yom Range eins. 

Beidi Yerschwinden aller Eonstonten 

a — 6 — 0 — a^ — 6^ — Oi— 0 

gibt es oo’, d h. eine doppelt unendliohe Sohar yon LSsungen. Hier 
ist die Determinante der Koe^zienten sowie die Matrix der Eonstanteh 
yom Range 0. 

1) „paullo pxolixnm aegotixun"; Jacobi, Werke in, S. 870. 
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Dage^en gibt es bei 

ahi— Ojb— 0, 

aci— OjC Tind lc^ — \c niclit gleiohzeitig —0 

keine LOsnng. Hier ist die Determinante der Koeffizienten vom Eazige 
da 0 ^ h, a^f hi niobt samtlich yeisobwiDdeu, wohl aber — 
ist; die Matrix der Konstanten ist yom Eange 2. 

Audi bei der Annabme 

0 =a 6 « ai — — 0, 

c und Cl nioht gleicbzeitig <» 0 

gibt es keiae LSsung. Hier ist die DetermiDante der Koefdzienten 
yom Eange Mull, die Matrix der Konstanten dagegen yom Range eina. 

Die gewonnenen Besnltate lessen sick in die einfacken Stitze 
znsammenfasaen: Das System 

( 4 ) [ax+hy^Cj 

1 aiX-\-\y^Ci 

kat dann und nur dann Ldsungen, wenn der Rang r der 
Determinante der Koeffizienten 

a h 

<h h 

gleick dem Range der Matrix 



der Konstanten ist. Die Anzakl der Losungen ist dann 00 *“*’^ 
wenn 00 ® — 1 angenommen wird. In diesen Satzen sind olle mdg- 
lioken Kinzelffille entkalten. 

§ 76. Wir woUen jetzt das Problem der Losung eines linearen 
Systems in -wirklicsher AUgemeinkeit bekandeln, also aUe mbglioken 
FaUe bertloksioktigen und erledigen. Gleickzeitig streifen wir die Be- 
sckxSnkung ab, dafi die Zakl der Unbekannten mit der Zabl der yor- 
gelegten Gleickungen kbereinstintime. 

Zur Abktlrzung setzen wir 

— /<! (* — 

Das zu Ibsende Gleiokungssystem wird diLirn 

(<- 1 , 2 , 3 , ..,»») 


AjmcM der LSeungen 
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aein. Wir nehmen an, die Matrix der Eoefdzienteii 

/(hi <ha ■ • • «i. \ 

• ®SII I 


• • • (i„ 


\ “'flu “’ma • • • “-Bill / 

habe den Rang r, d. h. es gebe mindestens eine zu (^) geborige, 
niobt yerscbwindende r-reibigeDeterminante, wabrend somtliobe (y+l)- 
reibigen, also ancballe mebrreibigen yerscbwindeiL Durob Yertanscbnng 
yon ParaUelreiben nnd dnrdb abgeanderte Bezeicbnung der Elemente 
a^2, bann Qian- 

(17) 9-|%| + 0 (i,i-l,2,3,..,r) 

ZU einer dieser niobt yersobwindenden Determinante macben. 

ISfnn bilden wir alle m Determinanten yon der Gestalt 


(a •— 1, 2, S, . . ,f w»); 


fa ««1 

®a8 • 


fl (hi 

Oia • 


u ^ 

®aa • 


fr ®rt 

«ra • 

..a,r 


dieses zerlegen wir in die Summe yon n Produkten 


««1 

ttal 

^aa • 

• (^ar 



®Br 


Oaa* 

••0„, 

®u 

On 

®ia • 

.(hr 

+ • 

•+a!r- 

(hr 


Oia • 

•^(hr 

(hi 

Oai 


•»ar 

flar 

(hi 

Oaa • 

..(Hr 

(^rl 

»rl 

»ra • 

••arr 



^rr 

On 

Ora- 

..a,,. 


+ »r+r 

Oojr+l Oflti • 

Ol,r+l Oil Oil . . 

Oa,r+l On . . 

• (^ar 

. <Hr 

+ 

4- 

Oan Ooi <*b| • 
Ol» On On . 

Oan Oil <aai . 

••Ob,. 

• • Oi^ 

• (hr 


Or,r+l (^rl O^a ■ 

, a^r 


Orn (^rl Ora * 

* • Orr 


(a — 1 , 2 , 3 , . . m) 

nnd seben, dafi die anftretenden Determinanten samtliob yerscbwinden, 
well (j 1) yom Range r, nnd dabei jede der Determinanten (r + 1)- 
reibig ist. Entwiokelt man andererseits das in (18) naob den Ele- 
menten der ersten Spalte, so erbfilt man nnter Benntznng yon (16), 
nnd da 0 4”^ Gleiobung yon der Form 

fa^ + fl^aX + f%^a% + ' ' ' + fr^ar 
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nnd daJier 

(19) f. — y(fie.i+fA.+-"+/)0 («-i, 2, 3, 

d. h. bildet das Koeffizientensysteni bei m linearen homo- 
genen Funktionsn eine Matrix vom Range r, so kann jede 
der m Fnnktionen duroh. r bestimmte nnter ibnen linear and 
bomogen dargestellt werden. 

§ 77. Der Bang der Konstantenmatrix der Gleiobnngen 

(20) A " /» ®I0> • • ‘f 

namlicb der Ton 

%o • • • ®ln \ 

Ojo • • • ®fn I 

®ffl0 ®nil ®fnS " • • ®i»« / 

kann wegm der oben gemacbten Annabme, dafi (A) vom Range r sei, 
nicbt kleiner warden als r. Es seien nun a, s ans den Zahlen 

1, 2, m entnommene (r+1) IndizeS; and a, t seien aus 
den Zablen 1, 2, . . n entnommene r Indizes. Mit diesen bilden wir 
alle Determinariten Ton (r4-l) Reiben der Form 

fa 

( 21 ) ffi ^^9 

A 

die aus den gleicben Ghrflnden wie T„ in (18) fOr jedes System der in 
den f entbaltenen x versobwindet. Geset^ nun, man konnte die GUei- 
cbungen (17) durcb passend gemhlte Werte yon Xj„ . . x^ be- 
friedigen, so folgt aus dem Versobwinden von (21), daB jede (r + 1)- 
reihige Determinante von der Form 

®«0 ®aff • • • 

( 22 ) 

versobwindet, dafi also der Rang von nicbt grfifier sein kann als r. 
Da der Rang von (A^ also weder kleiner noob grfifier aln r sein kann, 
so ist er gleicb r. DaftLr, dafi das System 

A “ ®io> A " • • •» fm"" ®m0 

Ldsungen besitzt, ist es notwendig, dafi (A) und (A^ von 
gleicbem Range sind. 
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§ 78. Diese Bedingimg ist, me wir jetzt nadiweisen woUen, ftlr 
die Losbarkeit von (20) auoh hinreicbend. Haben (.<!) und {A^ den- 
selben Bang r, nnd ist 6 in (17) eine niobt Tersobwiadende r-reibige 
Detenninante ans (J.), dann Tersobwinden (21) nnd (22); aleo auob 
ihre Combination 

fa‘~~’ ®aO ®otl ®o8 • ■ • ®or “ (/(i*”®oo)^ "l~ 

fl ^0 ®ll <*18 • • • ■ ' + (/r“"<*ro)®or 

4-- «r0 «rl »r8 • • • «rr (« " 1, 2, 3, . . W»). 

Barans ergibt siob fCir jedes a 1, 2, 3, . . m 

(23) f„ — OgQ — y [(/i — <*lo) ^ol + (/a” ®8o) ^o8 + “ * + (/r*" ®ro)®ar] 

nnd man erkennt: Sind dnrob irgendwelobe Werte von. 

Xij .. .f x„ die r Gleiobnngen 

(16 b) /s “ ®80; • • fr""^rO 

orfilllt, und baben (J.) und (A^ den gleioben Rang r, so 

werden durob dieselben Werte Yon Xi, Xf, . . x^ auob die 
Oleiobungen 

(16o) /j.^, — /r+l "" ^r+8,0> * * V /« “ ®»iiO 

erfiillt. 

Durob dieses Besnltat baben wir die gestellte Aufgabe vereinfaobt: 
statt der m Gleicbungen (20) brauobt man nur die r Gleiobnngen (16 b) 
zu iSseu. 

Wir sobreiben nun (16 b) in der Form nieder: . . 

<*11 ®1 + %8 ®8 + " ‘ — ®10 ®l,r+l <®r+l <*1*®*; 

(24) ®1 "*■ ^ ^ H <*Sr ■" ®80 "" <*S,r+l ®r+l <*S» 

<*rl + ®r8 ^ * jf' + <*rr<®r *" <*r0"" <*r,r+l ®r+l 

Die Adjnnkte von a^g in 6 werde mit B^g bezeiobnei Multipli- 
ziert man dnyiTi die Gleiobnngen (24) der Beibe naob mit B^^gj B^gj 
B^g nnd berfloksiobtigt die Relationen § 6, (11) nnd (12), so folgt 
dnrcb die Addition der r Frodnkte das Resnltat 

(26) XgB - (Oio — Oi.r+l ^r+l ®J^1 ff H 

H" (<*r0 — <*r,r+l®r+l — " * <*rii®ii)®rff (<^ "■ 2, . . r). 

Wir beweiaen, dafl anob u mg e k e br t jedes System x^, x^, . . x^f 
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das (16 b) be&iedigt, (16 o) nnd damit (20) anfldst. Multipliziert man 
(16) mit und addiert die Eesultate fdr tf — 1, 2, . . r, bo entstebt 

- (flio- Oi.r+ia?r+i + - + a^ArH- 

"H (fl^0“ ®^^,r+l^r+l “I" ”■ "f" 

+ («>0- »r,r+l®r+l- + " * + %Ar)- 

Die zweiten Faktoren aller reohts stelienden Prodokte versd^winden 
wegen § 3, (11), mit Ansnahme des bingeRohriebenen mittleres, fOr 
den die Gleiohnng 

1 + H ^ ^ 

gilt. Ba ^ 4" 6 ist; kann man dnroh 6 dividieren; dabei gebt nun (27) 
dber in 

"b 4" * * * “h ““ ®f,r + l ^r + 1 ■***••■•— 

(p-l,2,...,w), 

d. L (20) wird erfflUt. In (27) treten die (»—»•) TJnbekannten 
^r+ij * ■ '7 reobten Seiten ein. 

Wir fossen die erbaltenen Besnltate znsammen: Das System (20) 
Ton m linearen Gleiobnngen mit n TJnbekannten ist dann nnd 
nur dann Idsbar, wenn die Eonstantenmatrix {A^ den glei- 
oben Rang r mit der Eoeffizi^ntenmatrix (J.) besitzi In 
die Ldsung geben (n— r) willktLrlicbe Grofien ein; die An- 
zabl der Lbsnngen kann daber als (n — r)-facb nnendlicb 
bezeiobnet warden, wobei 0-faob nnendliob gleiob 1 ge- 
nommen wird. 

§ 79. Bei spiel: Gegeben sei 

= 3® + 4j^ -f 6 jS +. ^ — 2w — 3, 

/i s ® — y 4- 3 j? 4- 2i + 3 m =» 5, 

/j s 2® 4" 4* — ^4" M 2, 

^ = 6® 4“ 6y 4" 4” 'jTii2M “ 10, 

/g = 7®4- 12s^4 - Sjs— Om — 3. 

Die Eoeffiizientenmatrix dee Systems 

^8 4 6 1 -2' 

1-13 2 3 

(A)s 2‘ 3 1-11 

6 6 9 2 2 

7 12 8 -1 -6^ 




JBeis^l 
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ist von dem gleidien Range r » 8, wie seine Konstaniemnatrix 

3461-23 
1-13236 
(^)- 2 3 1-1 1 2 ; 

6 6 9 2 2 10 

7 12 8-1-6 3. 

folglich ist das vorgelegte System ISsbar. Da die ans den Eoeffizdenten 
yon fijfi, /s gebildete Determinante 

3 4 5 

0-1-1 S -16 + 0 
2 3 1 

ist, so Bind fi) ft) fi unabhangig yoneinander, de^egen sind sowie 
linear nnd bomogen dnrob fi} fi) ft darstellbar. Fflr diese Darsiellung 
findet man 

+ ^“2^ — /^ + /j 

nnd 

fi- 10 - iA - 8) + (f, - 6) + (f, - 2), 

■ A-z _2(fi-3)-(/;-6) + (/;-2). 

Es ist daRer nnr n5tig, Xj y, 0 duxcb die LSsnng yon 
3a! + 4y + 6;s — 8 — < + 2tt, 

X— y + 3 jS — 5 — 2^ — 3w, 

2a! + 3y+ — 2+ i— u 

als Funktionen yon t nnd u zu besMmmen. Die erbaltenen Werte be- 
friedigen dann anoh die beiden lebzten <lleiobnngen des yorgelegten 
Systems. Es ergibt sidh 

15aj- 69+ 6^,-70u, 

16y — — 28 + . + 36 m, 

16^!--— 4 — 10< + 20m. . 

§ 80. Einen besonders wiobtigen Fall der besproobenen Theorie 
liefem die bomogenen linearen G^leicbnngen, d. b. die, bei denen sSant- 
licbe Grdfien Ojo, 0 , 0 , . . gleiob sind, 

/; s a^iaii + a,,aj, + • . • + o,.aj^ - 0 (<- 1,2,, 

Die LSsbarkeitsbedingnng, daB denselben Riang bat wie (A), 
ist bier stets erftUlt, da ^e Determinanten, bei denen die Elemente 
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einer Spalte den zweiten Index 0 habeoi; ohne weitores Torseli'vvinden. 
Die Gleiahungen (27) gehen dabei in die einfacheren fiber 

(27 a) SBg’ B (^,r +1 ®r+ J "f* ’ ' ■ "f* " * * 

- (»r,r+l ®r +1 + * • • + ®r» ®J r). 

1st r — »; tiftTin tritt kein a; anf die reohto Seite diosor Q-loioliung, 
und iinftTi komnit zn der identisoken banalon Ldsung des Sj^stoma 

flji « — • • • “ a!„ *=" 0. 

Damit auBer ihr nock andeie, niokt versokwindendo LBsungen voi'* 
TiftTKifin seieUi mufi der Itang t von (.4) kleinor als w werden. Ffir 
m «■ n mnB also 

I a, *1 — 0 (f,/i=>l,2,...,w) 

gelten. 

let r — n—l, so handelt es sick nm ein System von r Glei- 
ckungen der Form 

fln + * * * + ®lr ®r “b ®l,r+l ®r+l 
+ ' * • + ®rr^r 

bei dem die Determinante der Eoeffizienteii von Xi, , . ,, 

B «■ I I (if Ic — 1, 2| . . y) 

nickt versokwindet. 

Ans (26 a) folgt 

^ ^ — ®n(<*l» ^11 + %» ^« H H ^rn Kl)t 

0 — - a!„(ai„ H b ^rt)f 


Oder in onderer Form nnter Eini^ki'ang einer Determinante gosokrieben 

S^‘B ' 1 ®A8 • * » ^kr I » 

wobei auf der reckten Seite jeder der r-reikigen Determinanten dio 
Zeile augegeben isi Man kann dieses Eesnltat nook vereinfockt 
darstellen. Es seien wUlkfirlioke GrciBen, femor sei 

^ I 1 (^; 1; 2, . , .f n) 

nnd ^afl die Ai^unkte von in T. Dann wird 
(27) 


Somogene Ivneare Gleiakungen 
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Beispiel: Ftlr 

3a: + 2y + 4ief 0, 
2 ® — jy -f- 60 — (>, 

3 2 4 

r- 2 -1 5 


3 2 

2 -1 


2 -= 2-1 6 -14o„-7a„-7o„, 

(hi ®B8 

®:3y:^-14:-7;-7-2:-l:-l, 

® — 2^, y^ — tj 0 =• — <, 

WO eine beliebige Gro3e isi 

§ 81. Eb seien m lineore bomogene EtmktioiLen Ton n TTnbe- 
stiinmtoDi yoigelegt 

(16) /i = a<iai + art«»+--* + a,„®« (» - 1, 2, 3, . . w). 

Die f^j bilden ein System voneinander unabbangiger 

b''unktioiien, oder in etwos laBsigwem Ausdraok ein nnabbangiges 
System, Mis keine identisob mrfCUlte Relation 

^ifl + 5«a/a ^ 1- ^mfm “ ^ 

bestebt, in der die oc^} • • •> l^onstanten sind, die nioht s^lmtlicb 
versobwinden. Die Existenz einer solcben Relation fordert, da3, weun 
man ibre linke Seite naob den x anoidnet, die Koefdzienten der ein- 
zelnen x gleicb Nnll werden. Daber daif das System Rnearer G^lei- 
cbnngen in dea x 

«9 + f- flml Km - 0 , 

Oij 4- Am «> 4 f- K,„ 0, 


^fi«i + -I H 


nnr die identisobe L5snng — . • • — — 0 baben, falls die f 

ein nnabbangiges System bilden. Dies aber tritt nacb den Unter* 
enohungen der rorigen Paragrapben dann nnd nnr dann ein, wenn der 
Rang der Matrix 

y®!! On-*-a«aY 

I (h% ®8S • • ■ (*mi \ 


gleicb m ist, nnd dazn ist n^m notwendig, d b.: m lineare bomo- 
gene Fnnktionen yon weniger als m Yariablen kbnnen kein 

Ketto : . AJgebn - . 
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F&nftes Kapitd. Lineare Qleieihimgen 


nnabhangiges System bilden. Ebenso sieb.t man: m lineare 
bomogene Funktionen von m Variablen bilden dann uud 
nnr dann ein nnabhSingiges System, wenn die Determinante 
ibrer Eoeffizienten nicbt yerscbwindei 

§ 82. 1. Wir beweisen femer den folgendeu Satz: 

Ist nnd bilden die fit fsf • ‘ fm ein unabbUngiges 

System linearer, homogener Fnnktionen der n Variablen 
cCi, ai ^, . . so kann man m der Variablen x duroh die Qbri- 
gen (n — m) nnd dnrob die m Fnnktionen f\} f%i • ‘ fm linear 
nnd bomogen ansdrilcken. Denn ans ibrer Unabbangigkeit folgt, 
daB der Bang der Matrix der f gleicb m isi Es kann daber wie obeu 

angenommen warden, nnd darans ergibt sicb, dafi das Gleicbnngssystom 



• • 

fdr x^j Xg, . . x„ eine nnd nnr eine Losnng bal^ die wir andenten 
woUen dnrob 

9^a(^m+lt • • •/ ^*5 fli fn • • •» fn^ (tf** 1,2 , 9n), 

wobei die lineare bomogene Fnnktionen der in der Klammer an- 
gegebenen Argumente sind. Damit ist die Eicbtigkeit des letzton 
Satzes bewiesen. 

Ans diesem Theorem folgt das weitere: IL Bilden die in Fnnk- 
tionen /fl, ein nnabbangiges System, so ist es stets 

mdgliob, die n Q-roflen a^, . . ,, x„ so zu wahlon, daB 

+ ^m+i) ' • ^nifxi fi} > • ‘tfm 

beliebig vorgescbriebene Werte annebmen. In dor Tat, sind 
die Torgesohriebenen Werte der x bzw. der f 

+ Sm+S; • • •> Vn Vi) ‘ • •)Vm) 

SO setzen wir znnacbst fOr x^+i, . • .j x„ die vorgesobriebenen Werte 
^+i» •••»!» dann in (28) J^r f^, die vorgeschrio- 

benen Wei^ 17 ,, . . ri^. Dadurcb warden in dem Systeme (28) die 
reobten Seiten bekannl^ nnd das System selbst wird wegen d ■(■ 0 auf- 
iBsbar. Stellt sicb dabei fElr die TJnbekannten x ein Wertsystem 

als LSsnng berans, so gentlgt es, allgemein 

(cs — l, 2 ,,,.,m) 

zn. setzen, nm die Porderung des Satzes zn befidedigen. 




AbhSngige und tmabhSngige Systeme 
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Weiter beweisen wir: IH Versohwindet eine biomogene 
lineare Funktion. fljJ der n Variablen x ftlr alle 

Wertsysteme derselben, die das unabbangige System 

• • V a?*) (“ “ 1, 2, m) 

zu Nall macben, so kann man 

(29) h = a^fi + a^fi + • • • + ct„fm 

setzen, wobei die E.oeffizienten • • v Konstanten be- 

denten. Man kn-nn namliob zunacbst h durcb alle x^, • • 
und bomogen ansdrdoken; and daim naob dem ersten Satze dieses Parar 
grapben durcb /g; • • •; /mi ^m+if • • •? Naob dem zweiten Satze 
dieses Paragrapben kdnnen dann alle /i> /a; ■ • /in ^m+u 

. . .f x^ mit Ausnabme eines einzigen x^ Siam Yersc^winden gebraobt 
werden. Wegen der tlber h gemaobten Annabmen birgt dies einen 
Widerspruob, d. b. aacb die Gh’dfie kommt in der Darstellang niobt 
Tor, und das gleicbe gilt von jedem x der B«ibe aJ„. So- 

mit kommt man auf die Gleicbung (28). 

lY. Yersobwinden alle bomogenen linearen Funktionen 
des Systems 

®.) 

f^r alle Wertsysteme der Xi, die samtliobe Funktionen eines 
unabbangigen Systems 

/■„(a^, a;,, . . (a-l,2,...,m) 

zu Null maoben, so ist die Anzabl der anabbKngigen klei- 
ner als m. Zun&ohst kann man naob dem vorigen Satze 

(SO) — aj^/i + H h (« ““ 2, . . rt 

setzen, die f als Yariable an SteUe der x anseben und auf das Sy- 
stem (80) dann den vorletzten Satz aos § 81 anwenden. Auf diesem 
Wege erb^t man den Beweis des letzten obigen Tbeorems. 


Seobstes Kapitel. 

Sesnltaaten nnd Siskriiniiiaaten. 


§ 83. Als Anwendung der im vorigen Kapitel besprpbbenen LO- 
Bong eines Systems linearer Gleiobungen wpllen wir eine bereits frflber 
bebandelte Frage nocbmals in Erwagong zieben, n&mlioh die naob 


der Existenz eines gemeinsamen Teilers zweier gonzen Funktionen 
einer Yei^derlioben. 

T* 
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Sechstes Kajpitd. Sesultanten und IHsIcriminanten 


Es Beien zwei ganze FnnktiozLeii tozl x yorgelegt 

I = + «„_ia;+a« 

I g{x) = \sir + H h + \ 


(w^n)*, 


es BoU imtersnoht werden, wann beide einen gememsamen Faktor ersten 
GradeB (a^; + §) oder, was das gleiohe besagt, eine gemeinsame Wurzel 
afj -B 18 : a besitzen. Ans 

f{x) = (ax + /3)/l W, P{®) “ (a® + W 

folgj; 

(2) f(x)g^ (x) - A{x)g(x) = 0, 


wo vom Grade (jn — 1) mid g^ vom Grade (n — 1) isfc. Umgekelirl; 
foigt aus dem Bestebeu von (2), dafi die beiden Fnnktiozien f und g 
einen Faktor mindeetens vom ersten Grade gemeinsam baben. Denn 
der aus (2) folgende Quotient 


(2 a) 




A®) 


zeigt, daB f in dem Produkt • g aufgebt, dafi also jeder irreduktible 
Faktor von f mindestens in gleiober Multiplizitat im Zabler yorkommt 
wie im Nenner. Hebt man nun alle, den Funktionen und f gemein- 
samen Faktoren weg, so mufi der Gradzablen wegen, die diese Funk- 
tionen baben, yon f mindestens ein Faktor ersten Grades zurilokbleiben, 
der dann in g aufgebt. Die Frage naob einem gemeinsamen Faktor 
ersten Grades lauft daber auf die PVage binans, ob eine Gleiohung 
yon der Gestalt (2) beigestellt werden kann oder niobi 

Um dies zu entsoheiden, setzen wir zwei Funktionen mit (m + n) 
noob unbekaunten Eoeffizienten p und g an: 


I W - h + 2«_i, 


und bilden den Ausdruok ftir die linke Seite der Gleiobnng (2). Da- 
bei entstebt eine Gleicbimg yom Grade (m + n — 1), nambcb 

(flo2o ~ + «o?i - hPQ — + ■ • ■ 

SoU diese identisob, d. b. fClr jeden Wert yon x eiftlllt sein, so mtlBsen 
die EoefGzienten der einzelnen Fotenzen yon x gleiob Kull werden, 
und es mufi Werte fllr p^, p^, . . q^, q^, geben, 

die, obne Bamtbcb zu versobwinden, das folgende System linearer Glei- 
obungen erfOllen: 
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Mo 

-Mo 

“do, 

Mo'^Mi 

-\Po-KPi 











wenn in ihm alle gleidb. Null gesetzt werclen, das GleichungBsystem 
also homogen wird. 

Na.oh § 80 muB die Koeffizientendeterminonte dieses Systems yer- 
sohwinden, um die banale identisclie Ldsung auszuschalten. Macht 
man in der Determinante die Zeilen zu Spalten und umgekehrt, so 
nimmt die (f» + **)-i‘eibige Determinante die Gestalt an 






Om 0 

0 . 

.. 0 

0 Oo 

. 

• • 

0 . 

.. 0 

0 0 

tto . . 

' • 1 


. . 0 

0 0 

0 . 

• i • • • 



\ h 


■ ».-i K 

0 

. . 0 

o 

O 

\ .. 

• • ^Ii-a ^n-l 

K ■■ 

0 

0 0 

0 . 






(n Zeilen) 


(m Zeilen). 


Wir woUen diese (m -f M)-reihige Determinante die Besultante von 
•f und g nennen und durob B(f, g) oder, wenn kein MifiverstSndniB 
zu beffirobten ist; durob R bezeicbnen. Das Yersobwinden yon It 
ist cbarakteristisob daftlr, daB f und g einen Faktor gemein 
baben. Die Notwendigkeit der Bedingung JR »» 0 baben wir eben 
gezeigt; daB sie binreiobend sei, folgt so: Ist JR-fiO, danii kann man 
die jPy und die in dem letzten obigen Gleiobungesystem so bestimmen, 
daB ^e die Werte annebmen 

so* fZj “ • • • ■" Oj ^,n+nr~i “ ^ ) 

daB also 

f(x)’g^{x)-g{x)fi_(x)<^l 

wird| die letzte Gleiobung zeigt^ daB /' und ^ teilerfremd sind. 
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Seehstea Kqpitd. BeauUanten and BiaTtriminmam 


§ 84. Wir •p^hTnan nun an^ 6S soi J2 *=• 0. Dann sotzen wir mit 
noch Tmbestimmten Koeffizienten zwei Funktionen an 

ft (®) “= H f" ®m-8^ + 

9%ip^ -=• 1“ ^n-8® + ^ii-« 

TiTiil bilden ftbulinh wie eben in § 83 .den Ansdruck 

(6) = • • • + ««+«_>; 

wobei fflr die KoefGzienten gemaB (6) 

Ofik — "" 


" ®i»+i»-S 

zn seteen iafc. Dies fassen “wir als ein System von (w» + » — 1) line- 
aren Oleichungen in den (w + ♦* — 2) Unbekannten nnd aof. 
Seben wir von der letzten Gleibhimg des Systems ab, dann bleiben 
{m-^n — 2) GleiohTiQgen in ebenso vielen TJnbekannten znrtlok, deren 
(m -f- M — 2)-reihige EoeMzientendeterminante nadh Yertausohmig von 
Zeilen und Spalt^ die Gestalt 




flo Oi , . . 0 . . . 

0 «o • • • ®m-i <»«.••• 


h h - -K 0 ... 
0 h ... ^-1 h ••• 


(n — 1) Zeilen 
(m — 1) Zeilen 


annimmi entstebt aus B dmcb Tilgnng der letzten beiden Spalten 
sowie der letzten Zeile der Elements nnd der letzten der Blemente 
bji- Es ist also B^ ein Minor von B. 

1st 4* 0, dann kann man die 8^ and die so bestimmen, dafi 


also 

f(pf) 9 t(ai) - g{x)f^{x) a? + 


wird. Diese Gleicbnng zeigt, daB f and g keinen gemeinsamen Faktor 
von boberem als dem ersten Grade baben konnen; und wegen i2 0 
baben sie andb. wirklicb einen soldben. Es liefert 


J? = 0; + O 

die obarakteristiscben Bedingungen daftlr, dafi die beiden 


Teilw liSherm Qrades 
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Funktionen f{x) und g{x) einen gemeinsameiL Toiler genau 
Yom ersten Grade besitzes. 

§ 86. 1st neben auob. » 0, kann man dnrob 

passende Werte von 8^ und ^xi die nicbt BS.mtlicb versobwinden, die 
• • ■> ®»ii+n-8 Null maoben. (6) gebt dabei fiber in 

(6) - 9ip)ft W “ e«,+«-» • 

Die reobte Seite mnfi gleicb NnU werden; denn da f und g wegen 
Jf2 — 0 einen gemeinsamen Teiler baben, teilt dieaer aucb die recbte 
Seite, und das ist nur mSgliob, wenn die Konstante verscbwin- 

det. Danacb ergibt sicb 

( 6 “) 

Bebandelt man diese Gleiobung wie die entspreobende (2 a), so siebt 
man: Es liefern die beiden Belationen 


(7) B-0, JSi-0 

die obarakteristisoben Bedingungen daffir, dafi die beiden 
Fnnktionen f und g einen gemeinsamen Teiler mindestens 
vom zweiten Grade besitzen. 

§ 86 . Wir nehmen nun (7) als erfQUt an und bilden zwei neue 
Fnnktionen und g^ mit noob unbestimmten Eoeffizienten 

/aC®) - • • • + 

PaC®) — Zso®"-® + + 1- fc„.*® + K-z 

und aus ibnen 

Drficken wir dann die GrfiBen Zq, . . ., Z^+^^a durob die i und 
die h aus, so entsteben (m + n — 2 ) lineare Gflei<^ungen zwiscben 
den (w + » — 4) Unbekarmten > und h. Seben wir von den beiden 
leteten Gleicbungen ab, d. b. von denen, die und 

stimmen, so bleibt ein System von (m + ^ — 4} l^earen Gleicbungen 
in ebenso vielen Unbekannten zurfiok. Ibr KoeBOLzientensystem ffihrt 
zu der Determinants 


( 8 ) 


»0 

<h • 

* »«* 

0 . 


0 

% . 

■ 

• 


h 

\ • 

• K 

0 . 

. . 

0 

\ • 

■ K-i 

K • 



(« — 2) ■ Zeilen 


(w ■— 2) Zeil 0 n, 
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Sechstes Kc^itd. BmUttmUn und JDiaJcriminanten 


let daun kann tlber die i und die h so verftlgt werden, daS 

Zq " “ * • • “ “ Oy ^m+n — B “ 

also 

/■W<Za(a?) -S'W/sW - 1 • + 2«+„-8 

wird. Die letzte Gleiohmig zeigt in Verbindung mit (7): Es liefern 
JB-0, iZi-0, JSg+O 

die obarakteristisobeu Bedingnngen daftlr, dafi /'und g einen 
gemeinsamen Teller genau Tom Drade 2 besitzen. 

1st dagegen JR, 0, dann kann man, ohne alle « und h gleicb 
Null anzunehmen, so fiber sie verfClgen, dafi 

Z(,-= Zj ■= • • • — Z„^„_5 — 0, 

also 

-vrird. Naoh (7) baben f und g einen gemeinsamen Teller von min- 
destens dem zweiten Gfrade; durob ibn mtLfite die reobte Seite der 
letzten Gleicbung teilbar sein. Das gebt nur dann, wenn 

^ra+*-4“^> ^»b + ii-8“^» 

also 

W - ^z(fl?)/i(a?) " 0 

ist. Diese Gleicbung bebandeln wir wie oben (2) und (6); w seben: 
Es liefern 

JS “>> 0, J5j ""0, » 0 

die cbarakteristisoben Bedingungen daftlr, dafi die beiden 
Funktionen f{x) und g{x) einen gemeinsamen Teller minde- 
stens vom dritten Grade besitzen. 

Fabrt man in gleiober Art forf^ so erkennt man: Bedeutet 

»o fli fls • • • 0 

0 Oj, 

0 0 Oo ... 

6o &3 . . . &„ 0 

0 &o • • • ^ii-i ift 

0 0 &Q . . . &^_3 

dann liefert 

(10) N-0, i2,-0, 


(n—x) Zeilen 

(x“* 0,1,2,...), 

(m—x) Zeilen 


(9) N,- 


i2,‘+0 


Bedingungm f&r mehrfache gemeinsame TeQer 
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die oharakteristieolien Bedingnngen daftlr, dafi die beiden 
Funktionen 

f(x) uad 

einen gemeinBaznea Teller genan yom Grade a besitzen. 

Bei spiel: Ftlr wj ==•»■= 2 ergibt siob 



flo «8 0 

0 Aq Og ■" ®i®8^o^i 

&Q &i 2*8 G 4" “1“ 2flQfijZ>Q6|5 

0 bg 

cia a< 
i, 6 . 

§ 87. Das fdr m » n » 2 ausgereohnete 22 erweist sich in den 
Soeffizienten a, 6 als isobar yom Gewiohte 4, nnd das 2^ als isobar 
yom Gewicbte 1. Dieser Satz laBt sich auf beliebige m und n er- 
weitem. Setzt man a^, ajp*, . . statt aj; a„, 

nnd bo, bjp, bgp®, . . b^p" statt bo, b^, b,, . . b, in 22 ein, so entsteht 


^0 

fhQ 

OgP* . 


0 

0 


ttlp . 


• • • 

h 

bip 

bsP* . 

• Ko' 

0 


Zieht rp*>-" nun in 22^ ans der zweiten Spalte als Faktor herans, 
ans der dritten (»>, . . ans der (w» + n)*“ Spalte so erschei- 

nen die Flemente der ersten Zeile in den a mit 9 ® mnltipliziert, die 
der zweiten, der dritten, . . ., der n*“ bzw. mit q-\ p"*, . • 
und abnlioh die der Zeilen in den Flementen b. -Zieht man diese 
Potenzeii des Faktors p ans den Zeilen herans, so folgt ftr die Deter- 
minante 22^ der Wert 

» p»»»22 


Genan in der gleioheu Art wird bewiesen, daft 

/m+%-ia\ /m- a\ /*- a\ 

— p(«*- ®) ('*-«). 22j,.. 


Feziier erkennt man sofort die Homogeneiifit aller 22^, von der Dimen- 
sion (w — ct) in den ct nnd yon der D im en si on (w — - ff) in den b. 
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Seehstes Kapitd. SmiUanten tmd l)i8krmincmten 


(11) 


§ 88. Nehmen wir fOr g die Ableitung von also 
f /(«) — + + 


'' ^ V(®) ■= *»aoa^“^+(fw — l)aia!"“*+(»»--2)o8®”"®H 

so folgt ans der Betrachtnng der ^ten Spalte der Determinaiite (4), 
dafi JR {ff f') durch. Og teilbar isl Wir setzen 

(12) 

und bezeiobnen dies JD als Diskrizninante ron f. Ans der Bedenlnuig 
Yon JD folgt: Das Yersobwinden yon D(f) ist obarakteristiBob 
daffir, dafi die Fnnktion f(x) einen Faktor yon mindestens 
der Hultiplizitat 2 besitzt. D ist bomogen nnd isobar in den 
Koeffizienten yon f(x). 

Man kann die Disl^iminante anob in der Gestalt einer Determi- 
nante yon 2(n — 1) Beihen darstellen. Urn dies zn bewirken, geben 
wir yon der Determinantendarstellung der Besnltante B(^f, f) ana 




^ <h 

Ab 

• 

. . a 

0 ... , 

0 

% 


• 

! . a,_jL . . . 

wog (n- 

i)®i (» 

-2)0, . 

.. 0 

0 ... ) 

0 

WOg 

(» 

- l)»l • 

■ 

• 1 

o 


►(« — 1) Zeilen 


\n Zeilen. 


Wir mnltiplizieren die ersten (» — 1) Zeilen dieser Form des JD 
mit n nnd snbtrabieren daranf yon jedem Elemente der Zeile 
(a«=» 1, 2, 3, . . — 1) das entsprecbende Glied der (a + 1 — w)*“ Zeile. 
Das ergibt 


(w— >1) Zeilen 


0 Oi 

2ag 

... wa. 

0 ... 1 

0 0 


... (n-l)o,. 

-1 I 

nog (n— l)aj («— 2)ag 

...0 

0 ... 1 

0 nOg 

(»-l)o, 


°.-:l 


» Zeilen. 


Entwickelt man die Determinante naob den Elementen der ersten 
Spalte, so folgt 

^ js(/;, /i), 

worin fQr die Fnnktionen nnd ^ 

/iW 2a,a5'”“'*+ 3agaJ"~®+ • • • + 




IHskriminomten 
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"bzw. 

= maoaJ”"‘+ (w — + 2a„_j® + a„_i 

za Betzen ist. 

Fflr die Funktion zweiten Gh:ades 
/"(a?) “Oo 

entsteht dabei 

2) — 40008 — Oi*; 

fox die Funktion dritten Grades 

f(x) — OoO® + + «» 

eoatstelit ebenso 

D -= 2700X*— 18 ooOiaj|a 8 + 4 oo 08 ®+ 4 oi ®08 — Oi^Oj*. 

§ 89. Wir nebmen nim das Haaptergebnis der beiden folgenden 
Kapitel als bereits bewiesen zam Zwecke einer zieaen Darstelltmg von 
22 -and yon 2) vorans. Diesem Ergebnis zufolge kann man 


fix) — Ooaf"+ OiaJ«-*H 080”*"* + • • • ± OoC®— 
— 60®* + 6iaJ»-^+ +*-*± — ^oCa;— 


setazen, wo a^, a%, . . . die Wurzeln von fix) 0, tmd xfj Xj,', x^j . . . 
die yon ^(a;) — . 0 bedenten. Yergleichl: man die Koeffizienten gleich- 
bober Poteen yon x in jeder der beiden Gleiobungen f »* 0 und 

-= 0, BO zeigt Bicb, daB alle Qnotienten ?;■?;** • 8®^°® gana^ 

**0 ^0 *^0 

zablig durob die Wnrzeln aUj, ai^,, . . . yon f (a?) — 0, nnd ebenBO die 

Qnotienten Wnrzehi as^', asj', x^y ... yon 

”0 ‘'0 *'0 

^(a;) 0 ganz nnd ganzzablig darsteUbEn* Bind. 

27nn bestebt die Pesnltante Bif g) nnr ans Potenzprodnkten yon 
der Form 

Cat Oo*“Oi**a8’^ . . . . . . , 


wobei wegen der HomogeneiiSt yon 22 in den o nnd den h den Be- 
dingnngen 

*0+**iH"^+’**'"**7 


gentlgt werden mnfi. Diese Bedingnngen ergeben 

Oo*^ - ao"ao"’^ao~’^0o“’^ . . 

nnd das pbige Potenzprodnkt wird zn 
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Sechstes KapUeL SeauUa/nien und IHsltHmvnanien 


Hieraus ersieht man, dafi 

^(/i 9) - 

iat, wobei (p{x, x') eine gauze Pimktioii Ton x^, x^, . . .j x^', Xf*, . . . 
bedentet, wahrend die a and die h aamtUch rerscliwaiiden Bind Oder 
wenigstens nicbt mehr ezplizit anfbreten. Gemafi der Bedeuining toq 
Ji(f, g) yersobwindet B und damit (p ftlr jede Annahme 

X ^ x' /a — 1, 2, 3, . . m\ 

Also ist “ ^ \/8 — 1, 2, 3, . . / 


darcb alle m-w Wurzelfaktoren {x„ — x^) teilbar, and daher 


B{f,g) duroh ao"V*j27(®a-a;.') 

a,{i 


/a— 1,2, 



Um den Qnotienien zn finden, setzen wir 


ttt/S « 

I* 

Da g(x^ bomogen von erster Dimension in 6o; • • •» \ 

f{x^) bomogen von erster Dimension in den flo; Oj, . . ., so folgt 
ans den ScbluBformeln der leizten Zeilen, dafi die links stebende Fnnk- 
tion in den 05,0^, . . ., bomogen von Dimension and in den 
&o, bj, . . bomogen von w*” Dimension wird. Wun hat B{fj g) 
die gleicben Eigenscbaften der Homogeneitat; daber ist der gesuobte 
Quotient eine numeriscbe Sonstante. Diese bestimmt siob durcb Yer- 
gleicbnng zweier, einander literal gleicber Glieder auf beiden Seiten. 
Dazu wablen w aus der Determinante B den Summanden, der das 
Produkt der Elements der Hauptdiagonale ist, d. b. Der iTit^ 

literal gleiobe Summand der reobten. Seite ist 


VP'o(--»/)(-'a^') • • • (-O]'" 

- VK- iy\x^'x^ . . . x^'Y - Vb,™ ; 
so daB der Quotient gleicb der Einbeit und das Soblufiresultat 


(IS) 


W>9) - WiZC®.-®,*') 

a,{t 

- ao*i7i7 W 

a 


/a»l,2,3,,. 


.,m\ 

.,»/ 


wird. 


IHskriminanten 
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Wenn wir in diese Formel statt g(iiB) eintragen die Ableitnng 
f(x) yon f(x), also « -» wi — 1 nehmen, so ergibt sioh fflr die Dis- 
kriminEuate yon f die Bestimmnng 

(14) D(0 - («=■!, 2, 3, 

a 

Nnn ist nach § 66, S. 68 die Ableitnng yon f(ic) 
also 

tn(nt-l) 

(16) i)(rt-(-i) ‘ <^-»-*/7(®,-®^)* (»>P). 

a,fi 

Der blofie Anbliok der Formeln (13) zeigt, dafi das Yersobwinden yon 
Ii{ff g) obarakteristisoh ist far die Existenz einer gemeinsamen Wnrzel 
der Gleiobnngen 

/■-O, ^-0, 

nnd das yon D(/) ftlx die einer mebrfaoben Wnrzel yon f^O. Zn 
erwabnen ist in dem let'zten Falle, dafi scbon die Funktion 

V'5^7)-±/7'(®.-®^) («>/*) 

bei einer mebrfacben Wnrzel yon /'«=-0 nnd nur bei einer solcben 
yersobwindet, dafi sie aber freiHob nicbt als ganze Funktion der Eoeffi- 
zienten yon f darstellbar isi 


Siebentes Eapitel. 

Die Gleichiingeii zweiten, dritten nnd yierten trades. 


§ 90. Die Gleiobnngen zweiten Grades, auob gnadratisobe 
Gleiobnngen benannl^ baben die allgemeine Form 


( 1 ) 


OoflJ* + 201® + 0, - 0 . (Oj 4- 0). 


Da der Eoei^zient yon nicbt gleicb NnU ist^ so kann man durob 
ibn diyidieren; setzt man 


( 2 ) 



dann nimmt (1) die Gestalt an 

(3) ic*— 2ci® -|- ip- 0. 
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HierauB folgt in einfacher Weise ein Weg zur L5siuig der Gleickung; 

-r®— -f- V " ®i*" 

{x — Cl)* *■ Cl* <hf 

a? - Cl - ± yci *--0a, 

(4) a; ± "j/ci* — Cg. 

(4) ist eine Folge von (3). XTmgekehrt folgt (3) auB (4); denn es ist 

wie die Ansreolmung leiolit ergibt. Daher Bind die beiden Weite, die 

(4) bietet, 

(5) fli“CiH-yCi»-(i, -Ci--l/^^*-Ca 

zwei Wnraeln von (3) xind saob § 42, S. 48 die beiden Wnrzein 
von (3). Aub den dort angestellten Betrachtangen folgt; 

x^— 2eiX + Cg =■ (x—Xi)(x—Xg) — aj*— (a?i +a^)a! + a^aJs, 

(6) a^i + asg ■" 2ci , x^ • Xg •=>» Cg^ 


d. L die Summe der Wnrzein einer qnadratiBohen Gleiobung 
ist gleiob dem negativ genommenen Koeffizienten der ersten 
Botenz der Unbekannten in der Normalform der Gleiobung; 
das Prodnkt der Wnrzein gleich deren absolntem Gliede. 


Gebt man nmgekebrt von der Aufgabe ans, zwei Zablen u nnd v 
zn bestimmen, deren Snmme gleich a nnd deren Prodnkt gleich /3 


sein BoU, 


w + v — a, M-v — /3, 


BO zeigt (6), dafi u nnd v die Wnrzein von 


a;* — ceaj + ^ — 0 


Ans den Wnrzein von (3) folgen dnrch (2) die Wnrzein von (1) 
in der Form ^ 




Wir bezeiohnen den Badikanden 


(8) 4(aoaj-fli>)-D 

nnd nennen D die Diskriminante der Gleichung (1). Dies stuumt 
mit den Festsetznngen ans § 88, S. 106 flberein, da man hat 

Oo 2ai fl, 

2ao 2ai 0 -» ao(4aoO* --4ai*). 

0 2 Ag 2 
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Sind die Eoeffizieuten Ton (1) reelle Grofien, dann ist 

das Vorzeichen von D fflr die Natur der Wurzeln von (1) entsohei- 
dend. Ist sgn D — — dann ist der Eadikand positiv, nnd 
warden reelL Ist sgn i) =■ + 1, dann ist der Radikand negativ, nnd 
{Cl, warden konjngiert komplex, nehmen also die Gestalt an 

Xi^p + qi, x^'^p-qi (yZTI - i; 2 + 1) . 

Ist ondlioh sgni) — 0, d.L D — 0, dann kat (1) die Boppel- 
wurzel (vgl. § 88, S. 106) 

Diese Eesnltate kann man anch folgendermafien kerleiten. Ans (6) 
folgt zunEckst 

(6a) ai + flSa 2^, 

nnd darans waiter 

(6k) (xi-Xi)* - (a;^ +a!B)*- - 4^| — 4^ - — 



Bei reeUen, voneinander Torsokiedenen Wurzeln ist daker D 4* 0 
negativ; bei reeUen, einander gleicken Wurzeln ist D «= 0; bei kon- 
jngiort komplexen “j) + gi, x^^p^ qi ist 

(xi - a^)> - (22i)* 42* (2 + 0), 

d. k. sgn Z) -» + 1. Diese drei SEize lassen, wie ersicktUok ist, eine 
Umkekjmng zn. 

§ 91. Wir geken zn den Gleiokungen dritten Grades Oder 
den kubiscken Gleiokungen iiber und betraokten zuerst die ein- 
fiaokste dieser Gleiokungen, nEmliok 

(9) a;»~l-0. 


Da — 1 eine Wurzel yon (9) ist, so ist (x* — 1) durok den Wurzel- 
faktor (» — 1) teilbar, und in der Tat wird 


— 1 — (aj — l)(a;* +> a? + 1), 
BO dafi die weiteren Wurzeln von (9) durok 


als 


a;* + ® + 1 — 0 


a!i- 





— i — l/s* 
s 


(sgnys — +l) 


bestinaLmt werden. Die erkaltenen drei Werte a^, x^ keiBen die 
drei dritten Einkeitswurzeln. Durok Ausreoknung flberzeugt main 
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sioh leicht Ton der Riohtigkeit der Beziehnngen unter den Wur- 
zeln Xi, Xi 

a?!* — iBa* =“ — 1 , x^ + — 1. 

IJnsere firtllierffli Betrachtungen zeigten, dafi Xo, a?i, x^ die ein- 
zigen GrSBen sind, deren dritte Potenz — 1 ist. Wir vroUen im 
folgenden , 

- ©8, 37, - (Da* 

bezeKdmen. 

1st dann a eine dritte Wiurzel ans der beliebig gegebenen Gfrdfie 
Af dann sind a ■ cog nnd a • cd,* die beiden onderen; also bat man fOr 
die Knbikwurzel ans A die drei GhrBflen 


yA — o; flcogj (Kd,*. 

§ 92. 1st die allgemeine Gleicbnng dritten Grades oder die 
allgemeine kubisobe Gleiobung 

(10) aoa;*+ 3aia;*+ 3cj,a? + Ob “ 0 (®o+0) 

Yorgelegti so kann man ibre Gestalt durcb (iie Substitution 


(10a) 

insofera vereinfaciben, als die resultierende Gleiobung ftlr y, namlicib 

(11) </•— 3 — 0, 

kein Glied mit der zweiten Potenz der Unbekannten aufvreisi Wir 
setzen nun in (11) 

^ ^ ^ ^ SapO^tt, -t-ao*«a 

®0 ®0 
wodurob (11) die reduzierte Form 


(13) y®— %ay — 2& *= 0 

aimimmt. 

Urn diese yereinfaobte Gleiobung zu iSsen, nebmen wir fdr die 
TJnbekannte y die Substitution vor 


2/ — M -f V 

und erbalten aus (13) den Ausdmck der transformierten Glricbung 

(w* + V* — 26) 4* 3(w + «)(««.— a) «= 0. 

Jetzt legen wir den beiden QroBen u und v die Forderungen anf, die 
Gleiobungen 

tt®4-t;® =>26, ttt> «= a 

zu be&iedigen. Aus der zweiten Forderung entnebmen wir v ~ i 
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dies tragen wir in die erste ein, mulidplizieren mit nnd bekommen 
nach dieser Multiplikation 

w®— 26 m® + fl® — 0. 


EQeraus folgt dnroh Losnng der in u® qnadratisohen G-leiohnng 


«>_!, + V^rr^s^ 
u — Vs + — ®’, 


nnd wegen v — a : w nocb 


Vs — a* 

also Bobliefilich 

(14) «/ — «+«— Vh + V6^ a® -f 




§ 98. Wir mtlssen diese LSsnng eingebender studieren. Die in 
del Formel anfbretende Qnadratworzd bat zwei, nur dorcb das Yor* 
zeicben nnterBobiedene Werfce. Wird also einer von ibnen, gleiobgtlltig 
welober, mit bezeiobnel^ so ist der andere — 1/6*— a®. Wenn 

femer naob Festlegnng des Wertes der Qnadratwnrzel der Wert yon u 
so bestimmt wird, dafi seine dritte Potenz gleioh (6 + 1/6* — a®) bzw. 
gleiob (6 — 1/6* — a®) ist, dann bat man fdr w die sechs Werte 

«n-«V6+]/6*— a®, y6+y6*— a"*(Da, — 1^6 + ]/6*— a* • ojj*, 

M^— f^6— y6*— a®, — y6*— a®*a?8, Mj«» Vb— y6*— a®'a)8* 


Somit bat es den Anschein, als b&tte die Q-leiobnng (13) dritten Grades 
die seeks Wnrzeln 

(jc-l,2,...,6). 

Dies stebt aber in Widerspmob mit Frdberem fiber die Maximal anzabl 
der Gleiobiingswnrzeln imd.mnB anfgeUart werden. Non bat man 

«, -u* - Vb+Yb'-a’-h-y^-^ - V?- a, 

also wird 

(16) — aV — 

wobei il jeden der drei Werte 0, 1, 2 annehmen kann nnd mnfi. Es 
wird daber 

Algebra . 
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«®8 ® ® **1 








d. L !/* hat einen der drei Werte y^, oder y^. Bbenso gilt die 
Besdehimg 

to, Vi **» 

y6f-«i®^“"+-3r=i; 


imd endlich 




‘ u,a,r^ 

Die dxei Werte y^, y^, y^ stiinmen daher mit den drei Werten 
Vu Vii Ve tlberein abgeseben von der Beihenfolge, "und die Zabl der 
Wnrzebi rednziert sicb anf drei, wie es eein mufi. 

Aus (15) folgt, dafi man dem y in (14) aucb die Form 

y -« {^6 -f a® + — y^— a® 

geben kann. Das iet aber mit einem HiBstande Terbonden, da jfb 
wegen uv »> a die zweite Wnrzel yon der Wabl der ersten abhSngig 
nnd durck sie eindeutig bestimmt ist, was ja obne weiteren Zimtas ans 
der Formel allein niobt am erseben isi^) 

§ 94. Wir nebmen nnn an, a und h seien reelle Gfr5£en, nnd 
fragen nacb der BealitB.t der drei Wnrzeln 

(16) + (X-1,2,8). 

Dabei nnterscbeiden wir drei FaJle. 

Znerst sei der Radikand der inneren Wnrzel wesentliob negativ^ 
also < 0, 

6«_a“ ^ (ft+0), 

nnd es sei mit reeUen jS nnd x 

% 


1} Die nnter zeeller Foxm anftretende LOBung dez knbuohen Gleiohnng 
wnzde yon Soipione dalFezzo 1616 gefonden, allein niobt yordfFentlicbt. Xcn 
Yezlanfia eines ’wifisenBcbaflilioben'W'ettBl^teB wuxde eie 1686 von Kioolo Tar^ 
taglia wiedez entdeokt nnd dem Girolamo odez Geroniijao Cardano mit- 
ge^t. DieBer maobte aie gegen Taztaglias Willen 1646 in seiner „azB magna“ 
bekannt nnd gab znoigleicb einen BeweiB fOr aie. Kacb ibxn fObit sie den Nainen 
„Oardnm'Hohe Poimel'*. 
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dann findet man tind x dnrch Potenzierung 


(17) (jS + jc»)® «-» 6 + (fi — xi)^""b — ki, 

Q3S+x>)8-69^Z;*-a«, 

/3®-f x*-a, 


wo der dnrdb. die Kubikwttrzekasziehmig vermittelte tTbergang von 
der vorletzten zur letzten Gleichnng eindentig ist, also recbts nicht 
etwa aoo^ Oder aa>g* anfbreten kann, da ja links eine positive reeUe 
GroBe st^i Weit^ ist unter Benntznng der letzten Gleichnng 


a g 


■/9*+** 


^ ~ xi, 


nnd wenn man die Werte von mg nnd a>g^ eintragt (§ 91; S. Ill); 

yi"— + — — yfl — xl/S, 

y> » (fi + xi) + — - /3 + ocYB, 

y,- (p + xi)-h (^~3«4) — 2/3. 


Diese drei Werte sind reell; sie sind auoh xmtereinander verschieden. 
Denn ans yi — yj wtlrde J6=>0 folgen nnd daraus wegen (17) /?; — 0; 
was der Yoranssetzong widersprichi^ daB sgn(6®--a®) — — 1 ist. 

Ebensowem'g kann Oder — y^ sein; denn darans wfirde 

X ± ys /3 folgen, nnd das erg^be 

& + « 03 + xty - (/3 ± 1/3 /5i)» « /3»(1 ± ys 

8/3»; 

also wBre anch hier % 0, entgegen der AnnahmO; da 8/3’ reeU ist. — 

Zweitens sei,6*— o®“0; dann reioht es ans, in den bisherigen 
Betrachtnngen it — 0, also anch x»0 zn setzen. Kan erhiilt demnach 


yi--/5; y8-2^5 

d. h. die drei Wnrzeln sind reeE nnd zwei einander gleich. — 
Brittens nehmen wir an, es sei 

6’— a*— + (ft+0), 

nnd bezeiohnen den reellen Wert, den die dritte Wnrzel ans (b + 
hat; mit y, also 

VF+k-y, 

dann wird 


8 * 
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- =4^ S' + 7 - - T (>' + 7 ) + T *■ ()- - 7 ) , 


. -l+ys* a 




I ^ 

" y H — ' 
y 


Hier kSnnten nnd y, ma dazm niolit konjngieri komplex seiii, wemi 
man hatte 

y-f-O; 

darans wtlrde folgen 

y — ^ + y8— 68^;j.8 — Z> — A, 

so dafi also gegen die Azinalime % » 0 ware. — 

Wir fassen die Beanltate der drei F^e zusammen: Die drei 
Wnrzeln der Gleickung 

y^—Say — 26 = 0 


Bind reell und yoneinander yerschieden, wenn (6*— a‘) ne- 
gatiy istj sie Bind reell nnd zwei yon ihnen einander gleioh, 
wenn (6*— o*) yerschwindet; eine ist reell nnd die beiden an- 
deren sind konjngiert komplex, wenn (6*— a*) positiy isi 
Durch. Verwendung yon (12) geht der innere Radikand in dem 
Ansdmoke fdr j/, namlicli 

{V-a’) in ■i^[4oi'o,-3a,V-6<ii,%a,a,+ 4a|,a,»+ ajS*] 
fiber. Wir setzen unter Benntznng dieser Fnnktion 

27 

® 3a,V- 6o,Oia,o, + 40(0,*+ OjVJ 

97 

- -^[4(aoa>~ 0*+ 3ao0i05, + 

nnd nennen dieses D die Diskriminante yon ( 11 ). Die Diskrimi- 
nante yon (13) ist demnaoh 

JD-4.27 (6>-a»). 

Diese Festsetznng stimmt mit nnserer frfiheren Definition fibereinj 
denn man siebt leicbt, dafi 

1 0 -3a -26 0 

0 10 -3a -26 

3 0 -3a 0 0 -4.27(6*-a8)-D. 

0 3 0 —3a 0 

0 0 3 0 —3a 
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Man tlberzeugt sich dnroh wirkliohe Bereohliimg ohne Sohwierig- 
^eit Ton der Riclitigkeit der beiden weiteren Darstellungen von D in 
Determinantenform 

Oo Soj 0, 0 

VD-27. ° “» --27. . 

^ ai 2a, a# 0 2a^a,— 2ag* 

0 2a, 0 , 

§ '96. Wir saben oben, dafi eine enge Beziehnng zwisohen der 
iDiskriminante einer quadratisohon Gleiobung nnd dem Quadrate der 
Bifferenzen ibrer Wurzeln bestebt. Wir wofien rmtersncben, ob A bn - 
licbes bei den Gleicbongen dritten Gfrades atatt bat. Wir scbreiben (14), 
indem wir fBr den Angenbliok der Kflrze wegen die in (16) eingebende 
dritte Wnrzel mit w bezeidbnen, 

nnd erbalten dann 

(yi~y8)(y»-y8) - (©8 ~i)(® 8*“1) + [(ffl8~-i)*+K*~i)]« 

-8(w>+-^+a), 

(yi- 2/8) “ (®8- “»*) (w' - t (w - ; 

. (2/i-y8)(yi-y8)(ya-y8)“y^»(<<’'--^) 

- yfT i(b 4- 1/6*11^- b + y6*~a») 

-2y^iy6*^ 

Bezeibbnet man die drei Wnrzeln von (10) mit x^, afg, so ist 
wegen (10 a) 

also 

(yi-“y8)(yi-y8)(y8-“y8) - 

- yz^D - 2 yg7 ♦ yp^ , 

(16a) D (a^ - a;a)*(»i- flT)*(a?8- aii)*- 

Diese Formel fUbrt uns anf die Beziebm^en von sgn D znr RealitSt 
der Wnrzeln znrtlok. Eine der drei Wnrz^ a;,, a?, ist siober reell 
(§ 106, 9. 127), 68 Bei dies a;,. Sind anob ^ nnd ai^ reell nnd vonein- 
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ander versohieden, so ist sgn D — — 1; — wird sgn 2) =- 0. 

Ist dagegen 

+ ( 2 + 0 ), 

so wild 

D (220*f(P-^8)’+2T 

und 

sgn D — + 1. 

§ 96. In dem Falle sgn D = — 1 -werden die drei Wurzeln der 
tubiaolien Gleidinng reeU. Bei der Bereohnung ihrer Werte nach der 
Gardanisohen Formal wird man yon den repUen KoefQzienteu zu den 
reeUen Wnizeln wegen As imaginaren Wertes yon duroh das 

Gebiet der komplezen GrbBen gefQbrt, derart, dafi die Wurzeln als 
Summen konjngiert komplexer Zohlen anftreten. Dock ist es unter Be- 
nutzung goniometrisober Fiinktionen mSglioh, die Darstellung der drei 
Wurzeln im Gebiete der reeUen Grbfien zu geben. Dies gescbiebt 
folgendermaBen : 

Wegen o* > 6* ist a positiy und h < "j/a® ; also knnn 

(18) a® = p®, “ COB & 

und desbalb 

y®— 3ay — 26 = ?y®— 3p'^j/ •— 2p cos-e- — 0 

gesetzt warden. Tragen wir in die letzte Form der kubisohen Gleiohung 
fdr y eine Grofie u ein, die bestimmt ist duroh 

y — 2p‘^« — 2yaM, 

und diyidieren das Besultat duroh p, so entsteht die Gleiohung 

4«®— 3tt — COB 6'. 


Dieae Form yeigleiohen wir mit der goniometrisohen Formal der Tri- 
sektion des Winkels 6', d. h. mit 

^ <0* 

4 OOB® -g 3 GOB Y OOS O’, 


und entnehmen ilu* das Besultat u oob -y ; da aber jetzt 0* obne 

Indemng der rechten Seite auch duroh O' + 2« und duroh O' + 4# 
ersetzt werden kann, so erhalten wir 


tt. 


OOB 


T5 Ms, -COS 5 


cos 


0 + 4js 
.8 


imd daratis 


Oaaus wredMeil){li8 
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an/~ ^ '0'4-2'Jt fl' + 44B 

S/i — 2 ya- cosy; . y* “ 2 ya • cos — — ; y, — 2 ya • cos — — , 

, d. h. die Wnrzelweriie koniLen in diesem Falle durcli Ansziehnug einer 
Qnadratmirzel tind dnrch Dreiteilung eines Winkels berechnet werden. 

Der besprocbene Fall, bei dem a® > &® iat, beiBt der „casuB irre- 
dncibiHs*'; das bier rerwendete Wort „irredusdbel" bat mit der frtiber 
eingefdhrten Bedeutnng desselben nicbts zu tun. 

§ 97. Aus (10), S. 112 folgt 
3flfia;*+ Ba^x + 03 =" — Xj)(ps—x^)(x — x^) 

— OoE®*— — 
und damns dnrcb Vergleiobung entspreobender Koefdzienten 

+ + — 

(19) - + argiPj + x^Xj^ — ^ , 

'*0 

x^si,ic 

Die bnken Seiten dieser drei Oleicbungen werden von den ele- 
mentarsymmetrisoben Fnnktionen der drei GrSfien a^, x^, x^ 
gebildei^ (19) gibt ibre DarsteUnng dnrcb die KoefQzienten der Glei- 
obung mit den Wnrzeln x^ x^, x^. Mit ibrer Hilfe kdnnen wir nnn 
folgende Transformation maoben: 

» - T - T (®i + S) (“^ + ^) ('^ + ^) 

_ |(a,^_a±S±5i) (a^_a+3j+a)(a^_a±a±i!.) 

- ^ (+ 2*1 - )(-«!,+ 2ai- !%)(- ai- 2ai) 

- ^[®i*+ ®>“+ *,•- 

+ aij* a^ + ajj a?!*) -f Oa^ a^a;,] 

^ [± (a?i - (i«i» ~ 

- ^[±^^(iri’a!s+iP8*i»8+ V®i) 

^ Caia!|*+ %fl!8*+ «8ai*)] ^ 
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h ± y6>-a® * ^ [^*+ ^s“+ ^ 

" H [®i*+ ^»”+ 

+ 3 m,” “ (a^ a^* + »8* 4- *3 a^>) + 6 iBi a;^ a:^] 

“ [y (ai + Og^a^ + ®s" (a — 1 oder — 2). 

Hiemach ist also die in die Ldsung eingehende Knbikwnrzel 

yj + y^rTp « ^ (-Bj 4- (Dj«£Bj + ®a*“a^) 

eine rationale Fnnktion der Wnizeln x^j genan wie Torlier die 

Qnadratwnizel 

W-a^ - :j;^ («i- «a)(a?i “ • 

Ancli bei den Gleicbnngen zweiten Grades bemerkten wir Abnlichea. 
Ist die Gleiobmig 

4- 20^ a; 4- a, — 0 , 

dann tritt in ibre LSsmig die Wnrzel (Gl. (7), S. 110) 

% 08. Dnroh die Formeln (19) l3£t sich die Anfgabe; die GrQfien 
Uf V, to zu bestimmen, die den drei Fordemngen 

« 4* ® 4- «? "" 
tto 4- vw + wtt =» hj 
uvto — c 

genfigen, in denen a, h, c gegebene Werte sind; anf die Ldsnng der 
kubiscben Gleiobting 

— arc* 4 - ba? — c — 0 

znrtlokfQbren; die drei Wnrzeln der Gleicbtmg geben, in irgendwelcber 
Folge genommen, die Grdfien v, w. 

§ 99. Die aUgemeine Gleiobnng vierten Grades oder die 
biqnadratiBobe Gleicbnng bat die Form 

(19a) 038^4- 4%a^4- 603^*4 - 4- <* 4— 0 (<*o4"0). 

Dnrob die Substitution 
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nimmt sie eine G-estalt an, in der das Glied mit ^ wegfaJlt, und die 
wir ale Normalform bezeiclmen, 


(30) 

wobei 


46y + c— 0, 

- — «i* 7 . _ «o*aa— 8fl».Oi«*+20i» 

* a,' ’ ® 57 ’ 

4ao*aiaa+6attai*a,— 8c^* 


(DaB eine abnliclie Yereinfaobnng bei der Gleicbting Grades 

aja;" 4 - 4 - wa,_ia; + — 0 

dnrch die Substitution 

hervoi^rufen wird, derart, dafi in der transfomierten Gleicbung daa 
Glied mit fortfallt, ist leioht ersichtliolL Aucb in diesem FaUe 
woUen wir die Bezeicbnung Normalform einfbbren.) 

Wir setzen nun fttr die Unbekannte y eine Summe aus drei 
Snmmanden 

■“ s 4” ^ 4' w 5 

dann folgt durcb zweuualige Erbebung in das Quadrat 
— (s*4- i*4- “• 2 (<m 4" wfi 4- 

y*— 2(5*4-<*4- w*)y*4- (s*4-<*4-w*)*“" 4(<*u*4-4«*«*4-fi*<*) 4- ^8t^y. 
Dieae Gleiohung wird identiscb mit (20), wenn wir setzen 

s*4- ^4“ w*— — - 3a, 

(22) s^M — — yJ, 

. (s*4- >f*4- «*)* ■— 4(i*M*4- «“s*4- fi*<*) — 0 , 

worauB fOr die elementarsymmetrisoben Funktionen yon s*, t»‘ sick 

ergibt 

s*4-^4-w*- — 3a, 

^23) ^*** 4- w*s* 4- "■ Y 

Die drei GrSfien «*, <*, «■ sind daher (§ 98, S. 120) die Wurzeln einer 
kubisdhen Gleiohung 

(24) ^®4- 8aj»*4- — 
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die dnich. die Sabstitation 

jsr — 

tlbergeht in die Normalform 


(19b) (3a*+c)«; + (ac— -a®— 6*) — 0. 

Die AnflSsung dieser bibisohen Gleichang liefere die drei Wnrzeln 
dann ist 

s*"^Wi — aj — a, M* — ^3 — a ; 


a, ±yw^—a, w “ ± Yws—a. 


Hierin Bind die Vorzeichen der drei Quadratwnrzeln nicht nnabbangig 
Yoneinander. Das Icommt daber^ da3 dnrcb den 'CTbergang von (22) zu 
(23) fremde LSsnngen in das Problem der Bestimmnng yon s, i^u ein- 

gefahrt Sind, indem zn den Werten, fttr die & ist, nooh. 

dnrob den iGbergang zu die Werte biozugefClgt sind, flir die 

3tu « + Y Z) wird. Urn diese wieder ansznsolialten, setzen wir die 
Werte an 


s — ± Yw^—a, ^ ± ywg— 'fl, u — 


_6_ 

28t^ 


wobei die Yorzeioihen der beiden Quadratwnrzeln, unabbangig yonein- 
ander, willktlrliob gew^lt warden konnen. Gebt man mit den vier 
dabei mdglioben Annabmen auf die i/ und yon da auf die ic znrtlck, 
so kommt man auf die Werte 



So ist man zu den Wurzeln yon (19) durob AuflSsung eiuer ku- 
bisoben Gleiobung und durob zwei Quadratwurzelausziebungen gelangt. 
Aus der Identit&t 


<»o»*+ -f dOfO!’ + 4agiB -h Oj— aj,(a;— aJi)(aj— fl:j)(a! — aii)(a;— 

folgen die Belationen zwiscben den Soefdziwten und den Wurzeln 
der yier GhrSfien (26) 


( 
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sCi-\-iCt + ak + sx)^ 

+ ^1^4. + + (CiXi + OS^Xq — + ^ , 

(26) ;; 

+ ®1 - -;r ; 

»o 

«ia^ar8fl:4“ + ~- 

. “o 

§ 100. Aus (26) ergibt sidh. sofort duroli Addition nnter Verwen- 
dung der ersten Gleichung Ton (27) 

2s - 2y«Si- a - a?! + iTj + ^ =- Y(ai + a;>-®3— ^4) » 

(27a)- 2t =2ywj— a — a?i4-iBa + ^ — Y(a^— iCj + a%— a? 4 ), 

2m - 2 y^T^ « + a;^ + ^ - Y (a^- a7g— + arj . 

Man erkennt^ dafi die lineare Fimktion der yier Wurzeln 

a^ + a;, — a^ — *4 

bei alien 24 mSgliohen Vertausobungen der vier a? untereinander' 
sechs Werte, xmd daB ihr Quadrat 

(a^ + ajj— a:, — ajJ* 

nur drei Werte annimmt. 

§ 101. Bei der Auflosung der Gleichung (19 b) ist die Funktion 
Ton Wiohtigkeit^ die wir, wie firtOier, ala Diskriminante von (i9b) be- 
zeiobnen und die in engem Zusammenbang mit der Funktion 

stebi ITun findet man aus (25), wenn man die Wurzel einfOlirt, 
Xi — Xj^=« ^(ytOj — a + y«>8 — a), a^ -- a;^ « 2(yMJJ^a + y^V^); 
a?! — af^ — 2 (y«?i — a + y«>j — o), 

aij — a% — 2 (yisj — a — yw, — a), a^j, — a;* — 2 (Yw ^ — a — y«;,— a) , 

a^ — a;* — 2(yt^^^ — y«^^^ , 

und darauB, wenn wir abkUrzend 

- («i - - fl<8)*(% - fl?4)®(«i '~a3)*(a?8 - aj4)»(aJ3 - ajJ* 

setzen, die Beziehung . 

(24a) A-4'A.- 
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Gesetzt Bxm, alle vier Wtirzeln x^j 0^} wSren reell, dann 

■wild Aj,, also anch A„ positiT, oder beim Auftreten gleioher Wurzeln 

a.-o’a„-o. 

Sind zwei der Wuizeln, etwa und Xf,, reell und Toneinander 
versohieden, wahrend die beiden anderen konjugiert komplex sind, 
■■ -}- qi^ "=‘jp — 2* bei 2 "h ^7 dann wird 

A. “ («i - a^)* * [(ai - jP - 2*) (ai -P + 

■ [(«* -P - -P + 201* • (220* 

- - - a;,)> • [(a^ -j))> + 2*]* • [(A ~JP)* + f?, 

also 

Bgn A, — Bgn A„ — 1. 


BUden die Tier Wurzeln zwei Paare kocjugiert komplezer^ Toneinander 
versohiedener GhrSfien 

x^'=~m — ni, a;*— j> + 20 aj^-JP — 20 

80 wird 

A, - (2n{)\2qty[{m -j?)» + (» - 2 )>]* • [(m -p)* + (n + 2)*]i 
, sgn A, — Bgn A„ — + 1. 

XJmgekelirt: Hat die Gleicbung (7) in w drei reeUe Wurzeln, 
dann ist 

Bgn A„ - Bgn A„ = + 1, 

so daB die Gleicbung (19) in x entweder yier oder keine reeUe Wurzeln 
besitzt. Hat die Gleiokung in w nur eine reeUe Wurzel, dann ist 

Bgn A„ = Bgn A, 1, 

BO dafi die Gleicbung in x zwei reeUe Wurzeln besitzt. Hat endliob 
die Gleicbung in to gleiobe Wurzeln, dann ist 

Bgn A„ — Bgn A, — 0, 

so dafi die Gleicbung in x ebenfaUs gleiobe Wurzeln besitzt. 

Wir nennen nun die Gleicbung (19b) in w die kubisobe Resol- 
Tente^) der Gleicbung (19) in x und &ssen die in diesem Paragrapben 
bergeleiteten Besultate so zusaznmen: 

Hat die kubisobe Besolyente einer biquadratisoben Glei- 
obung drei reelle, Toneinander yersobiedene Wurzeln, so bat 
die biquadratiscbe Gleicbung nur yersobiedene, und zwar 


1) L. Eulei nennt ,^aequBtio resolvenB" eiiie Gleiobung niedexen Qxadea, 
duiob deien LOsuzig die LOsnng einex Gleiobung bObeien Grades venoittelt wild 
(Comment. Aoad. Petrop. ad ftTmuTTi 178ja et 1788, T. VI, p. 920). 
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keine oder vier reelle Wurzeln. Hat die kubisohe Biesol- 
vente nur eine reelle Wurzel, so besitzt die biquadratisobe 
Hleicbung zwei versobiedene reelle und zwar konjugiert 
komplexe Wurzeln. Hat die knbiscbe Resolvente gleiobe Wur- 
zeln, so aiiob die biqnadratisobe Gleiobung. 

§ 102. Die DarsteUung der Wnrzeln sd^, als Radikal- 

groBen der Koeffizienten a^, gesobiebt nacb unseren Ent- 

wioklnngen auf folgendem Wege; Zimacbst ist die GUeiobung (19b) in 
w anfznl5sen. Dies erfordert die Ansziebnng der Qnadratwnrzel ans 
der Diskriminante der to nnd Mbit anf 

(m;i - Wj) (Wj. - Wg) (Wa “ 

— ± 4® (a;^ — iTa) — x^) (a^ — (a;, — a?,) (a^ — a;*) (a?B — a:*) , 

also anf eine rationale Pnnktion der Wurzeln a?. Der zweite Scbntt be- 
stebt in der Ansziebung einer Knbikwurzel nnd fflbrt auf die Eunktion 

y («?! + (DjWa + ®8X)- 

Nun liefert (21) wegen (3) 

Wi — y (®ii»a + a^jajJ ~ j^(a^ + a^)(a?a + a?J; 

Wa «=■ y (a^asg + as^x^ — "1" 

^8 — y •“ 

und es wird 

y(Wi+ro8«;a+a)a*«>s)'=^[(a5ia;a+«»B«4)+®8(»ifl%+^*’i®J+®8*(ai®i+^^ 

also eine rationale Punktion der Wurzeln x. Der dritte Schritt fordert 
die Quadratwurzeln 

Yw^ — aj ywa — a, ytOg — a; 
nacb (25) baben diese die Werte 

(a!^ + a;j— ajg— ajJ, (a?i + a^ — aig — a?J, (a^— aj^ + asa + a^), 
sie sind also wiederum rationale Eunkidonen der vier Wurzeln 

§ 108. Die vorgetragenen Losungsmetboden fBr die G-leicbungen 
des dritten und die des vierten Grades staminen von Euler, der sie 
in den Oomment. Acad. Petrop. P* derart darlegt, d^ er bel 
der kubisoben Gleicbung 

aj® — aa? -f- 5 

ftlr X einsetzt 

■ a-V^ + V5, : ^ 
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nnd bei der biquadraidsoben GFIeicbung 

— ax* -h + c 

fttr X 

aj -= yz + + Vo. 

Andere LSsnagsinetbodeii sind folgende: Descartes seiaste 

(&eom. IIL 1637) 

a^-{- asi?+lx + C’^{x*-\-px-^g[){x*—px-\-r) 

mid bereobnet die Unbekanntexi p, q, r mit Hilfe einer kabisohen 
Gleiobimg; die biqnodratiscbe Gleicbung zerfallt daim in zwei quadra- 
tische Gleicliungen. 

Luigi Ferrari; ein Sobtller des Oardauo; bildet (1545) 

re* + 2aa^ + ha^ cx d (x* + ax-^F)* — (Qx + ii)*, 

bereobnet aus dieser Annabme P, Qf JR und findet dann die vier Werte 
Ton X durcb die Ldsung der Eesolyeute 

a* + aaJ 4- P •— ± (Qis + F). 

Auf eine LSsung yon prinzipieller Wiobtigkeit; die Lagrange 
gegeben bat^ werden wir spater einzugeben baben. 


Aobtes Kapitel. 

Wiirzelexistenzbeweise. 

§ 104. Die Froge nacb der Ezistenz der Wurzeln algebraisober 
Gleiobungen ist im yoraufgebenden ftlr die Gleicbungen der yier 
niedrigsten Grade durcb die Heintellung der Wurzeln erledigt vrorden. 
Fttr die Gleiobungen fOnften (und jedes ungeraden) Grades ist die 
Ezistenz einer Wurzel leiebt aus Grdnden der Stetigkeit berzuleiton; 
daraus folgt die Ezistenz bei den Gleiobungen fQnft^ Grades durcb 
Heranszieben eines Wurzelfaktors das Yorbandensein yon yier weiteren 
Wurzeln als Wurzeln einer Gleiohung yierten Grades, wSbrend dieser 
Soblufi bei den Gleidiungen bSberer Grade yersagt, da er zwar yon 
den Gleiobungen ungeraden Grades auf die um eine Einbeit im Grade 
geringereu; also auf Gleiobungen geraden Grades znrtlckfClbri^ ftlr diese 
abef yoUkommen im 0ticbe ISfii^ sobald das absolute Glied des Glei- 
cbungspolynoms positiyes Yorzeioben bat. 

Der Beweis ftlr die Gleicbungen des Grades (2n + 1) mit reellen 
Eoeffizienten a, 5, . . ^ 

f(x) = 0 ^**+^ + ax*” -H 4 . , . . -j- .p. 0 
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gestaltdt sich so: Es ist das Gleidmn^polTnom. znnaohst in die Form 
zu bringen 

fix) = (l + 0-1+ 6 1, + • • • + i 

waiter kann (§ 36, S. 40) eine absolute Grofie | gefanden warden, 
derart, dafi fdr jedes x, bei dem |a;|>| ist, die Klammer auf der 
recbten Seite der letzten Gleiohung bdOlebig wenig yon ihrem ersten 
Summauden 1 abweicbt, also bier insbesondere, dafi sie positiy ist. 
Daraus folgt daim 

Bgn f(x) sgn -o agn x, wenn | aj | > S ; 

also wird f(x) ftlr binreicbend bobe positiye Werte yon x positiy und 
fCLr binlanglicb bobe negatiye Werte yon x negatiy. Es l&fit sicb dem- 
naob ein Interyall yon + Xq bis — x^ bestimmen, in dessen Anfangs- 
punkt f{x)^f(xQ) positiy, bingegen in dessen Endpunkt /“(aj) — J^(— flJi) 
negatiy ist. Wegen der Stetigkeit yon f(aj) nimmt die Funktion jeden 

Zwisobenwert im Interyalle {xq' Xj) an, also aucb den 0. 

Gescbiebt dies fClr den Wert a> fd^) 5 © 

Wurzelpunkt yon f(x). 

Ftlr Gleiobimgen geraden Grades mit reeEen Koeffizienten, deren 
letzterer — das absolute Glied ~ negatiy ist, 

f(x) s a!*" + 4 * 4 . ... 4 - c (sgnc*"— 1 ), 

kann man abnlicb scbliefien: Zunacbst lafit sicb eine absolute Grdfie | 
bestimmen, so dafi ftlr jedes x, deren Betrag die GhrOfie | tlbersobreitei^ 

, /W - ab*" — + 1 (kl>l) 

ist. Weiter bat man fdr das absolute Glied des Gleicbungpolynoms 
Bgn f(p) — Bgn 0 — — 1. 

Es gebt daber f(x) in jedem der beiden Interyalle (aJ© • • • 0) 

(0 aso) durcb Null, i b. in jedem von ibnen beflndet sicb ein 

WurzelpunJct des Folynoms f{x). Durcb diese Scblftsse ist die Bxistenz 
zweier Wurzeln, einer positiyen und einer negatiyen, der Gleicbung 
f{x) *= 0 sicbergestellt, 

§ 105. Der Erste, der einen strengen Beweis fdr die Existenz 
der Wurzeln einer tillgemeinen Gleicbung Grades gab, war 
C, Fr. Gaufi in seiner Doktordissertation, Hebnstddi^ im Jabxe 1799. 
Er liefi seinen Darlegnngen eine .Kntik der bis dabin gemabbten Be- 
weisyersudbe yoraufgeben und wies ihre Unbaltbarkeit oder UnvoU- 
standigkeit naob. In der Folge veroffentlicbte Gaufi noob drei weitere 
Beweise, deren letzter mit dem yon 1799 in dem wesentlioben Ge* 
dankengange dbereinstimmty wBbrend die beiden mittleren auf ydUig 



128 


Adhtea KagpiUl. WureeUeBiaiembetoeise 


aaderen Pzinzipien bernlien. Nach Gaufi wurda noch eine ganzo BiGiIio 
von Beweisg&i^en gefimdeii; ron denen wir einige, ibrer Anlage naob 
yersohiedene; beBpreohen woUen. Wir begiimen mit dem yierten Gau5- 
scben Beweise, der sich yom ersten durcb die offene Benutzung der 
komplezen QrSfien imtersoheidei^ die in diesem nur yersteokt anftreten; 

aber anok daduroh, dafi der yierte Beweis die Existenz sainir 
lioher n Wurzeln mit einem Male darlegt, wahrend der erste sohriit- 
weise yorgebt, wie das im erst^ Faragraplien dieses Eapitels ange- 
dentet ist. Da diese Metbode die Darstellang einfaoher gestaltet; bo 
wollen wir ibr folgen, also die Existenz einer Wurzel fUr jede alge- 
braiscbe Gleicbnng Grades naobweisen. 

§ 106. Die zn ISsende Gleiobung sei 

(1) f(x) = af + H — 0, 

wo A, B, ... komplexe GrSfien bedeuten, deren Normalform durcb 
die Festsetzungen (ygl. Grundlebren 1, 1, S. 87C) 

A-a[y], ... 

gegeben isi Aucb fdr das Aigument x tragen wii' in f(x) die Normal- 
form komplexer Grofien in der Gestalt (ygl. Grundlebren ibid.) 

*”*•[>] 

ein; wir fusen dabei r und q als Polarkoordinaten des Punktes x in 
der Ebene der komplexen Werte auf. Durob diese Einftlbrangen gebt 
f(x) bei Trennung des reellen Tails yom imagin&ren in die Form 
ttber, wobei siob ergibt 

. AT coB[a+(n— l)^]-i-6i^“*coB[/3-b(w— 

I r" sin wp + sin [a -f- («— 1) p] -}- sin |j5 + (« — 2) ^] + • • • , 

Jede Wurzel yon /(a) — 0 ist folglicb dadurcb obarakterisiert, daB 
far die ibr zugehSrigen Werte r, q gleicbzeitig T und V versobwinden. 

ZunScbst wollen wir aus dmr unendlicb ausgedebnten Ebene ein 
endlicbes Fiaobenstaok beraussobneiden, auBerhalb dessen siober kern 
Wnrzelpunkt yon /‘(a?) yorbanden ist Am einfaohsten ist es, fllr dieses 
Flaobensttlok das Innere eines Ereises mit dem Mittelpunkte ^ "i" 0 zu 
wSbleU; d. b. fBr r eine Grenze zu bestimmen, die der absolute Be- 
trt ^5 einer Wurzel yon / — 0 nicdit Ubersobreitw kann. 

Zu diesem Zweoke betradbten wir die Gleiobung fdr r als Uu- 
bekannte 
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die wir in die Form bringen woUen 

(3a) ; 

aus ihr geht bervor, dafi die G^Ieicliimg (8) eine reelle Wurzel, nnd 
zwar eine wesenidioh positiye hat. Denn (Ue reohte Seite der Glei- 
chung (3 a) nimmt fClr wachsende Werte von r stets ab; ferner hat 
sie ftlr r — » 0 den Wert oo, nnd fUr r — cx) den Wert 0, nimmt also 
einmal nnd nnr einmal f£tr ein positives r — JS den Weiii der linken 

Seite Demnach ist es Idar, daB fflr jeden positiven Wert 

yon r, der > B ist, der Wert von 

(4) + e(r) (r>R) 

poaitiv sein wird. Das gleiche gUt von der Fonktion 

(6) ^ - [(„_l)a^-i + j(„_2)r.-»+ . . .] _ (a'(r), 

da sie das »-fache der Fnnktion Q(r) um die positive Gr3fie . 


ilbertiiSt. 


ar""’^+ 26 r"'"*+ -f. . . . 


§ 107. Es ist nun leioht zn sehen, dafi keine Wurzel der Glei- 
ohnng f(x) » 0 einen absolnten Betrog haben kann, der grfifier als B 
ist, dafi also keine der vorhandenen Wnrzdn anfierhalb des Kreises 
mit dem Zentmm 0. nnd dem Eadins B sioh befindet. let namlieh ein 
Pnnkt mit f >12 nnd beliebigem Werte von q gegeben, so ist 


fUr diesen entweder cos Mp ^ odei* sin np ^ ^5 ^ 

b^. 27 ans (2) grofier als Q{r^ oder gleich ^ (♦“(,), also positiv, wie 
dies Bofort die Vergleiohnng der einzelnen, einander entsprSohenden 
Glieder der beiden Poljnome zeigt. Wenn dagegen ftlr den Pnnkt 

COB «p ^ ~ odor sin »p ^ ist, dann rad T bzw. 27 ans (2) 

kleiner als — ^(r^,) oder gleich — (^(r^), also negativ, wie die Vei*- 
gleiohnng von T bzw. 27. mit — zeigt Wegen der Beziehnng, 
die jfOr jedes p gilt, 

Bin*np -b cos’np — 1, 


mnfi fUr jeden Pnnkt einer der vier F&lle, die wir soeben mgeftlhrt 
haben, namlieh 


oo8»y^-i, 

XTe'tto: AJgebn 


sinwp 
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eintreten; daher kSnnen bei niobt T und U gleichzeitig Ter- 

schwinden und ebensowenig kmm es jT + i Z7 — f{x). 

Um das Verbalten von T und JJ in Be 2 iiebung auf die Vorzeiohen 
und deren Wecbsel bei einem bestimmten, dberschreitenden Werte 
von r noob mekr ins Licbt zu setzen, lasse man r konstant — sein, 
und Q aUe Werte zwiscben zwei, um 2n; voneinander verscbiedenen 

Gh:enzen durcblaufen. Dazu kann, wenn ^ — o zur Abkflrzung gesetzt 

wird, — on und (8n — 1)(d als untere und obere Grenze gew&blt wei^ 
den. Den ganzen Zwiscbenraum teilen wir dann in 4ti gleicbe Teile, 
80 daB der erste siob von — (d bis + fo, der zweite von o bis 8 cd, 
der dritte von 3(d bis 6(d, ... erstreokt. Diese Intervalle bezeiobnen 
wir mit [1], [2], [3], • • •, [4n] und seben sofort, dafi in 

oos«<p^^, I>0 [3] oos«f^--^, 2'<0 

OO [4] 8iii»p^-^, ir <0 

[5] cos nQ 

[6] sin ng 

ist. Dm das Verbalten von T in den Litervallen [2], [4], [6] ... 
und das von Z7 in den Intervallen [1], [3], [6], ... festzusteUen/ bil- 
den wir die Ableitungen T\ U' beider Sioktionen nacb der GrSBe g 
als unabbangigen Veranderlicben. Han erbalt dabei 




'T'- — n»*sinn(» — (w— Bin((n — 1)(»-|-«) 

-(n~2)&7— «sin((w-2)(> + /3) , 

Z7'- nf» oosn(> + (n— l)ar»-i oob((« — 1)(> + «) 

+ (n~2)6»--» cos((«-2)(> + j5) + . • 

Die eben tesprocbene BeweisfObrung, aus der (6) folgt, lafit siob nun 
auob auf T ^ XJ und Q' in (5) anwenden und ergibt: es ist in 


[1] D>0; [2] r<0; [3J Z7'<0; [4] r>0; 

[5] [6] r<0; .... ^ 

Hieraus und in Verbindnng mit (6) ziebt man folgende Sobltlsse: 

In dem erstmi Intervalle^ d. i. von p » — a bis + ® isi* ^ 
stete positiv, Zf bingegen fflr den Anfangswert negativ, filr den Bnd- 
wert positiv, mitbin dazwisohen gewiB ainTnal nnil zwar nur ein- 
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mal, da wegen ZT > 0 der Wert von U im ersten Intervalle steta 
waohst. 

In dem zweiten Intervalle, d. i. von p — + o bis (> — + 3® iat Z7 
steta poaitiv, T zn An-fang positiv, am Ende negativ, dazwiachen ein- 
mal — 0, tind zwar niir einmal, weil in dem ganzen Intervalle T'dO 
ist) T also steta im zweiten Intervalle abnimmt. 

In dem diitten Intervalle ist T steta negativ, U einem Zeicben- 
wechsel nnterworfen, so dafi einmal > 0 wird. 

Im vierten Intervalle ist Z7 stets negativ, T einmal ■» 0. 

In den folgenden Intervallen wiederbolen siob in gleiober Ord- 
nung dieae Yerbeltnisae, so daB das {Unfte dem ersten, das seobste 
dem zweiten nsf. gleicb stebt. 

Den Punkt des zweiten Intervalles, in dem T versobwindet, be- 
zeicbnen wir mit {1}; den im vierten, seobsten, aobten, . . . 
Intervalle, in dem T — 0 wird, mit {2} bzw. mit {3), {4), . . ., {a}, 
bis zu dam Pnnkte {2«) des (4n)‘*“ Intervalles, fllr den T ver- 
sobwindet. Han bemerke dabei, dafi die Pnnkte {1}, {3}, {6}, ... 
die Fnnktion TJ positiv, fOr die Pnnkte (2), (4), (6), ... bbigegen 
negativ sein wird. 

% 108. Die Gesamtbeit der Pnnkte in nnserer Ebene, ftlr die T 
positiv ist, bildet znsammenbangende El&cbenteil^wie fast von selbst 
erhellt, wenn man erwagt^ daB bei einem stetigen Ubexgange von einem 
Pnnkte zu einem anderen T siob stetig Snd^ert; solobe Flacbenteile 
mSgen als solobe „erster Axtf* bezeiobnet warden. Ebenso bilden a&mt- 
Uobe Pnnkte, ftir die T negativ wird, znsammenbangende ElScbenteile. 
Zwiscben den Elachenteilen der ersten Art und denen der zweiten 
began Pnnkte, in denen T — 0 wird. Dieae Pnnkte k5nnen niobt aucb 
Flaobenstdoke, sondem nnr Linien bilden, die einerseita die einen, an- 
dererseits die anderen Flacbenteile begrenzen. DaB dieae Pnnkte keine 
Flaobe erftUlen, siebt man leiobt. Ersten sie ein FlEcbenstbok, dann 
verbmde man einen Pnnkt in seinem Innem dnrcb einen Strajbl mit 
dem Anfangspunkt der Eoordinaten; aUe Pnnkte des Strabla batten den 
gleioben Wert des Winkels p; nnd die Gleiobnng vom Grade in r 

r" cos -f- cos (a -f (n — 

+ br*”* co 8(/5 -f- (n— 2)pj) H — 0 

hBtte nnendbcb viele Wnrzeln, obne docb bei passeud gewSbltem 
idenlisob zn versobwinden. 

Die anBerbalb des Ereises r » liegende Fl&cbe. entbSlt n FlEcben- 
teile der ersten Art, die mit ebensovielen der zweitemArt abweobseln, 
nnd von denen jedes, von einem Sttioke der Ereislinie r Vq an, zn- 
sammenbangend siob ins Unendbcbe erstreckt. ZugMob aber ist Har, 

9 * 
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Adhiea Kapitel. Wweeleaiatengbeweiae 


dafi jedes dieser FlAdiensttLcke sicli dber die Ereislinie hinweg in deu 
iimeren Kauin fortsetzi Wir woUen eine Begrenzungslinie eiues boI- 
dien FlachensttlckeB in das Innere des Srciises r — binein verfolgeu 
imd zwar etwa die im Pnnkte { 1 } des Interralles [2] einsetzende Linie 
T — 0 in der Biobtnng Ton anfien nacb innen. 1st das der Fall, so 
bat man beim Eintiitt ins Innere des Eneises von { 1 } ans ein FlScben- 
sttlck mit poBitiyem T znr Linken nnd eins mit negativem T znr 
Beobten der FortsobrittBricbtung. Dies bleibt unyerondert, solange die 
Fortscbrittsricbtimg nnzweidentig gegeben ist. Wenn dies aber anf- 
b5rt (was nnr da eintreten kann, wo sicb die Linie iT » 0 in mebrere 
Teile spaltet), dann wable man als Fortsetzung einen solcben Tell der 
Linie, dafi auob fClr ibn ein Flaobenstdck mit positiyem T znr Linken 
nnd eins mit negatiyem T znr Becbteu der Fortscbrittsricbtung begt 
(was nnr bei einer Spaltnng der Linie T 0 auf mebrere Arten ge- 
scbeben kann). In dieser Weise gebe man fort, bis man wieder an 
den Eneis r « r,, gelangt. Dann bat man beim Anstritt ans dem Innern 
des Teils T > 0 znr Linken, also beim Eintritt nmgekebrt znr Becbten. 
Also gebSrt der Pnnkt zn der JEteibe (2), {4), (6), •• •, {2n), durob 
die man bei wacbsendem q yon negatLyen zn positiven Werten yon T 
tibergebt. Nun saben wir am Scblnsse yon § 107, dafi in den Punkteu 
{1}, {3}, {5}, ••• 17 positiy, nnd in den Punkten { 2 ) , {4), 

JJ negaidy ist. Die yon nns dnroblanfene Linie ({1} ••• {2x}), fQr 
deren Funkte T 0 war, beginnt also mit einer Si^e, in der 17 > 0, 
tuid endet mit einer solcben, in der 17 < 0 ist. Folgliob bat man beim 
Dnrcblanfen mindestens eine Stelle passiert, inderl7o-0ls1^d.b.da 
in ibr ancb T — 0 wird, einen Wnrzelpnnkt yon f{x), 

Hierdnrob baben wir den Beweis ftlr die Existenz einer Wnrzel 
gelieferi Seine Stkrke bembt in der grofien. Ansobanlicbkeit der 
SohltLssej seine ScbwIUdie in der als selbstyerstandlicb angenommenen 
Identitat geometriscber nnd analytiscber Stetigkeii Anf die bierbei 
anfbretenden Scbwierigkeiten baben wir sobon oben (§ SO, S. SB) auf- 
merksam gemaobt. 

§ 109. Anf ganz anderen tfberlegnngen bembt ein yon Oanoby 
gegebener Beweis der Wurzelexistenz (Analyse alg^riqne, 1821, obap.X, 
p. 329fE'.). Oanoby gebt so yor. 

Gesetzt, f{^x) — 0 sei die zn iSsende algebraisobe Gleichnng 
Ghrades, nnd (Cq irgendein konstanter Wert. Wfire /'(ai^,) — 0, so batten 
wir in as^ bereits eine Wnrzel der Gleiobung /‘(aj) — 0. Wir nehmen also 
an, es ware f{x^ + 0. Femer moge die erste niobt versobwin- 

dende der Ableitungen 

(7») fw, rw, 
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Bern. Dafi diese Reihe nioht ans lanter verschwiiideiideiL Qliedem be- 
steht, folgt ans (7) § 32, S. 37. Denn es w&re sonst 

A*o+ ») - m + r w T + r w + • ■ • + w ^ . 

woraus nater dieser Aimahme folgen wtirde, dafi unabb&ngig 

yon hj also eine Konstante ware. Man erbSlt nun, weim das 

niedrigste von Null yerscbiedene Glied ans (7 a) bedentet, 

/•(«.+ ft) .. , I I /<***>K) yg., I 

fix,) ftT^llAa.) ^(1+1)1 ««,) ^ ’ 

I A«. + ft) I <|i I til I I ^4.1 1 I ■ 

I flm.\ I ^ 1 T Xlf(flS^) I “ 1 " I ' > 




und wexm wir die Nonnalformen ftlr kompleze Grdfien einfElbren, 
dann ergibt sick 

(8) I 1 ^ 1 1 + + *i)] I + + ■ • •• 

Zmiaahrt seteem too, - also 

Q(icD + »0]-C*]--l, 

und beBcbiaiiken q dtirob die Bedingimg 

also 

Dadnrob entstebt als erstes Glied der reobten Seite Ton (8) 
und daraus 

1 ^ 1 - + <»+.?'+• +••• 

Jetzt verfUgen wir, was nacb § 32, S. 37 stets mdgbob ist, tlber die 
Qrdfie p derart, d^ die letzte Eluntner positiY ist, die reobte Seite 
daber < 1 wird. Die linke Seite ist Hirer Nator nacb positiy; dem- 
nacb erbalten wir fttr binreidbend kleine Werte yon q 

I A®o+ *) I < I K«v) I (* “ f C i IfWI >0) • 
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AiSUes KapiteJ. WurgdexistenBbeweise 


Geaetzt nun, dieFunkfcion |/‘(a;)| nelune an iigendeiner SteUe einen 
Minimalwert an, etwa ffir a? — asi,, so muB |/‘(a;o)| — 0 sein, da sonst 
die letzte Relation zu dem Widerspruche leiten wilrde, dafi (xq+Ti) 
auf eine Nonn |/'(a!o+A)| fQRrt, die kleiner ist als |/‘(®o)l' 

I f^x^) I — 0 folgt dann sofort *- 0; d. h. i®* Wurzel yon 
f(x) — 0. Auf diese Weise ist das Bestehen einer Wurzel yon f(x) 
niM^ewiesen. 

§ 110. Hierbei ist zu bemerken, dafi dieaer Beweis das Bssteben 
eines Minimums ftlr den absoluten Betrag yon f(x) yoraussetzt. Das 
ist aber keine selbstyerstfindHohe Annabme. Ist z. B. der Inbegiiff aller 
reellen unecbten Brflohe yorgelegt, so gibt es in diesem Zahlensystem, 
zu dem ja die Einbeit niobt gebSrt, kein Minimum. Wir woUen etwas 
genauer auf diese Yerbaltnisse eingeben. 

1st ein System 8 yon reellen Zablen gegeben, die sicb niobt ins 
negatiy IJnen^cbe erstrecken, dann gibt es eine Zabl g yon folgen> 
der Bescbaffenbeit: 

1. Im Interyalle kommt keine Zabl yon 8 yor; und 

IL entweder a) g gebfirt zu 8-, 

Oder b) in jedem Interyalle (g*“g + d) bei jedem positiyen, 
no(^ so Meiaen d liegen Zablen, die zu 8 geb5ren. 

Dieses g beifit die untere Grenze Rlr 8 , und im Falle Ila 
das Minimum yon 8. 

In der Tat, es reidbt aus, urn dies einzuseben, einen Dedekind- 
soben Sobnitt ($1, 0) zu konstruieren, wo alle Zablen a umfafit, 
fOr die das liiteryall (— cd • • • a) keine Zabl aus 8 umsobliefii^ und SB 
aUe Zablen /}, fOr die das Interyall (— cd • • • /9) Zablen aus 8 umsobliefit. 
Dann ist (SSC, SB) » wie sofort ersiobtliob ist. 

Ist 8 ' ein Tell yon 8 , so bat auob 8 ' eine untere Greuze g'j die 
^ g ist, Auob das siebt mini sofort. YgL Grundlebren I, S. 381. 

§ 111. Ftlr unsere Zweoke ist es erforderliob, folgenden Satz 
zu beweisen: Wenn d eine beliebig kleine positiye GroBe < 1 
bedeutet, dann kann man eine absolute Zabl Tq > ^ 
Eigensobaft bestimmen, dafi ftlr alle Werte yon a;, deren 
absoluter Betrag grSfier ist als »*o, der absolute Betrag der 
ganien Funktion 

f{x) — * H h «n (<*0 + 

gleiob einem Frodukte 

|aoaf| -(l + tf) 

wird. Aus der Gleicbung folgt zunfiobst ftlr jedes x 
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und daraus 


1- ^ar" < 

Oo Oo o^, ^ a^af* 

tmd 

1st nun Q der gr5flte Wert tmter 


(«o + 0), 


1^1 

so liefert seine Einftiliriing 

l-p(|ar*| + |ar*| + ... + |ar*|)^|^|i 

^^l + »(|ar‘| + |iir*| + ..- + |«r"|), 
und da |a;| > 1 nnd gleiolizeitig |a;| >ro ist, 

1 M 

fft — 1*^ m — ' a — -1“^ fa — 1 


Setzt man jetzt 

*‘o>^ + T (l®l>n>n-|)> 

SO kommt man anf 

Hierdnroli ist die Bichtigkeit des 'belianpteten Satzes naoligewiesen. 
Wir kdnnen ilm anok so anssprecken, indem wir ikn in geometrisoke 
Fonn kleiden: f{x) kann anBerkalk eines mit dem Radius >*0 
um den Koordinatenanfangspnnkt 0 gescklagenen Ereises 
fdr keinen Wert yon x versokwinden. Femer kSnnen vir diesen 
Ereis durok ein Quadrat mit den Boken (rQ, r^), (— ro, ^o), (—»*o, — O; 
(tq, — Tq) setzen*, denn das Quadrat sckliekt ja den Ereis yollkommen 
ein, da die Seiten des Quadrats Ereistangenten sind. Bbenso ergibt 
sick; dafi die untere Qrenze des absoluten Betrages |/‘(a!)| im Innern 
des Ereises und des Quadrates zu suoken ist, 

§ 112. Nun ist es leiokt zu zeigeU; dafi diese untere Gj-raoze yon 
|f'(a5)| ein Hinimum ist, also ftlr einen Wert yon a? — y + *« auok wirk- 



136 


Adhiea Kapitel WwrgeleaeiaUnebeweise 


lioh erreicLt wird. Sic hat den Wert 0. iN'iin sei JPqQqS^Sq das im 
yoiigen Paragraphen definierte Qnadrat yon der SeitenlSnge In 

seinem Innem liegen Punkte 
(y/ 0 ), far die |/"(!^ + « 0 )| der 
(Irenze NnU beliebig nahe 
kommt. Durch Parallele zu 
den Seiten teilen wir Pg 
in yier kongruente Quadrate 
yon der Seitenlange fg. Min- 
destens eins dieser yier Qua- 
drate eniMlt dann Punkte (y/0)t 
far die beliebig klein 

wird, in seinem Innem oder 
auf seiner Begrenzung, soweit 
diese nioht zugleich zur Be- 
grenzung yon Pg^gP^iSg gO" 
h5rt. Das Quadrat mit ^eser 
Gfreinze sei Pi^iJ^^i; seine 
Seitenlwge ist rg. 

Dieses Quadrat zerlegen wir wieder durch Parallele zu den Seiten 
in yier Heinere, yon denen wenigstens eins Punkte der 

oben angegebenen Eigensohoffc besitzt und deren Seitenl&nge --fg be- 



tragt So konnen wir fortfahren und konunen zu Quadraten PgQgBa8„ 
yon der Seitenlange 

oB=i*’o — 1, 2, 3, ...), 


die demnaoh beliebig klein gemaoht warden kann. 

Wir bezeichnen die Soordinaten yon P„ durch ri„ und die 
yon Ba durch und dann definiert die ‘ aufsteigende Folge 

^ Vtf » • ‘7 Vat Va+lr • • • 

znsammen mit der absteigenden 

Vii Va Vt7 * • V Vat Va+it • • ‘ iVtt+l^Vj) 

wegen 

V»'“ Va^ 3 *— i^O 

einen Dedekindschen Schnitt, dessen Wert wir durch A be* 
zeichneiL 

In ahnlicher Art definieren wir den Wert 0 "" JB mittels des 
Schnittes, der durch die beideu Folgen 

tat £«»•••. tif tat Sb ; • • • 

bestmunt isi 
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Dann liegt der Punkt x^y + ig’^A + iB in einem jeden der 
Quadrate 

■P.CAS. («- 1,2,8,...). 

Nun kann man wegen der Stetigkeit der Funktion f(x) ein Quadrat 
angeben, dessen Punkte X"-y-\-ig samtlioh die TJn- 
gleic^ung befriedigen 

|;n(»)|-|/(4+S0l<a, 

in der d eine beliebig kleine vorgegebeue GrSfie bedeutet. Anderei> 
seits gibt es in P^Q^B^S^ mindestens einen Punkt « — S, fdr den 

ist. Aus den letzten beiden Relationen folgt 

wie man erkennt, wenn man in der ersten der beiden TJngleiobungen 
das noch allgemeine x durcb den in der ssweiten aufbretenden Sondeiv 
wert I ersetzt und die so entstandene Ungleiobung zur letzten addiert. 
In dem so erbaltenen Besultate steht auf der linken Seite eine Kon- 
stante, auf der rechten eine Variable, die beliebig klein gemaobt warden 
kann. Das ist nur mdglioh, wenn 

+ also f(A-\-Bi)^0 

ist, d. b, wenn a? — A + eine Wurzel ron /’(a?) -■ 0 wird. 

Die untere Gxenze der Werte von |/‘(aj)I wird daher duroh 
x^ A Bi wirkliob erreiobt, d. h. diese untwe Gfrenze ist ein Mird- 
mum; die LtLoke im Gauohysdhen Beweise ist damit ausgeftUli^ und 
die Wurzelexistenz ftir algebraiscbe G-leibbungen in aller Strange be- 
wiesen. 

% 113. Dine Beibe anderer Beweise benutzt die voUst&ndige In- 
duktion; derart^ dafi der Beweis fClr Gleiebungen des Grades 2''(2x + l) 
zurttokgefabrt wird auf den fflr Gleiebungen des Grades 2^’"^(21-|-1). 
Wendet man die Metbode dieser tTberfttbrtmg mebrfaob bintereinander 
an, so gelangt man sobliefiliob zu ein«r Gleiobung ungeraden Gfrades 
und dadurcb zum Beweise des allgemeinen Tbeorems der Wuizel- 
ezistenz algebraiscber Gleiebungen. 

Der erste derartige Beweis stammt von 0. F. Gaufi: Werke DI, 
p. 31, vgL S. 127. An spateren Beweisen der gleicben il^tegorie sind 
zu nexmen der von W; E, Clifford, denWaleeki noehmals gefunden 
bat (Nouvi Ann. de Math. (8) II, p. 241, .1883), und der von P. Gordan 
(Maib. Ann, X, p. 672). 
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Allies Kofiiteh Wwreelexistmnbeweiae 


§ 114:. Wir liaben firtlher bereits gesehen (§42; § 62), dafi, wenu 
a?! eine Wiurzel von fix) — 0 ist, dann das Gleichungspolyiioin f{x) 
dnrob den „Wurzel£aktor'' (a; — a^) teilbar iet, 

f{x) - {x—x^f^{x). 

Ist welter eine Wurzel der Gleicbung f^{x) 0, dann ist 

darans folgt 

fix) - (a;-ai)(aj-ai)/j(a;) 
usf. bis zn 

(a?-®,)- 

Die n Wnrzeln braucben niebt yoneinander yersobieden zn sein. 
FaDt man die einander gleioben Wnrzel&ktoren znsammen, dnnn -vnrd 
die letzte Gleicbnng die Form annehmen 

fix) — ci,(a;— a?, )'•* • • • ix — x^Yn + +r^-n), 

wobei die GfrdBen a^, a?,, . . x^ nntereinander yersobieden sind (siebe 
§ 63) tmd jedes x^ eine Wnrzel yon der Multiplizitat darstellt. Sind 
alle Koeffizienten do> <yi • • •> nnd ist a^ -» a + hi eine Wurzel 

yon /■— « 0, so ist a^ — a — hi aucb eine solobe, nnd zwar sind beide 
von gleiober MnltiplizitBt (siebe § 56). 


Nenntes Eapitel. 

ESbiwertige und zweiwertige Ennktioneii. 

§ 115. Axis dem Yorbandensein anob nur einer Wnizel der all- 
gemeinen Q-leiobnng Grades 

(1) /"(aj)sa?* — Cia?"-i4- Oja!"-* ± - 0 

ergibt siob leicbt die Zerlegung yon fix) in n lineare Faktoren (§ 114), 
so dafi man scbreiben kann 

( 2 ) f(ie)’"ix-~xj)ix—xi)ix — x^)-^’ix—xj. 

Multiplizimrt man bier die reobte Seite ans nnd setzi: die EloefOzienten 
der einzelnen Potenzen yon x den entspreobenden dnrdb (1) gegebenen 
gleiob, so erbfilt man das System 
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<3) 


aSi + SCt + SOt H®, — Ci; 

rCiiT, + + • • • + x^_i a, - , 

aia^«8 + • • ■ + 




Diese Formeln geben. die Foeiffizienteii der Gleiobting Ghrades als 
Fonktionezi ihrer n Wuizeln. 

■§ 116. Wir woUen jetzt annebmen, die n GrSfien x^t Xg, . . x„ 
aeien anbestimmt, so dafi zwiscben ihneoi keine niobt identisobe Relation 

(4) F(ici,iii„...,icjs0 

bestebt. Wir betraobten nnn die linken Seiten der G-leiobnngen (8) 
und erkennen sofort; dafi sie bei jeder beliebigen Fmatellung der Ele- 
mente Xg, . . x^ untereinander^ also bei jeder Permutation dieaer 
Elements ungeuidert bleiben. Fnn^onen, die diese Sigensobaft be- 
eitzen, neimt man sjmmetriaobe oder einwertige Funktionen. 
J^eben diese treten ^e mebrwertigen Fnnktionen, die nacb der 
■Anzabl ibrer durcb die Permutationen der Elemente beryorgemfenen 
Werte eingeteilt werden kSimen. So bat man z. B. in den drei Ftmk- 
iionen yon yier Ghrdfien x^, Xg, Xg, x^ der Reibe naob 


eine zweiwertige, eine dreiwertige xmd eine yierwertige Fonktion. Der 
zweite Wert der ersten Fonktion ist gleicb dem negatiy genommenen 
ersten; die weiteren Werte der zweiten Fonktion sind 


XiXg + x^x^ ond XgX^^ + sBgXgf 

und die der dritten obigen Fonktion nattlrliob Xg, Xgf 

§ 117. Aos dem Begriffe der Bjmmetriscben Fonktionen folgt, 
dafi, yyenn das Potenaprodokt 

qXg^^Xg^Xg^* . . . a?,®* 


als Sommand einer sjmmetrisoben Fonktion auftritt^ dann audb jedes 
Potenzprodokt yon der Gestalt 






. . . a?. 




als Summand in dieser Fonktion yorkommt, wo h; 
beliebige Permutation der Zablen 1, 2, 3^ . . n bedeotw soli Sind 
die Ezponenten ec^, Og, Og, . . sUmtiiob ontereinander yerschieden, 
so omfafit die symmetriscbe Bildung til Summanden} sind outer den 
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Neuntes Kapit^ Evmertige und tweiwertige Funktionen 


Exponenteo gleicke einar Ari;, gleiclie einer zweiten Art nsf.^ 
so TunfaBt die symmetriseiie Bildong nnr 

n 

Stunmaaden. Die hierans gebildete Snmme bezeiohnen wir durcb dae 
Symbol 

imd nennen sie eine eintypige symmetriscbe Funktion. Offenbar 
ist jede ganze symmetriscbe Fooktion als Aggregat yon eintypigen 
symmetriscdien darsteUbar. 

Enter Benutznng der nen eingefOkrten Bezeiobnnng kdnnen wir 
die Funktionen auf den linken Seiten von (8) schreiben 

' + + + 

+ a^ajg + + • • • — » 

(3a) ■ H — flf(a^fl^a^) 

. xj^x^x^ . . . ^8{x^x^...x;)^8{x^x^...xi). 

Diese n Fnnktionen woUen wir die n elementaren symmetriscben 
Funktionen nennen. 

§ 118. Efeben sie treten, als gleiobfalls ibrer Bildung nacb be- 
Bonders einfacb, die PotenzBummen der x^ 

ai" + V + ^«^* + • • • + 1,2,8,...), 

die wir einloober mit bezmobnen woUen. Dabei ist der Analogie 
wegen Sg — i n zu setzen. 

Wir woUen naobweisen, dafi die samtlicb als ganze ganzzablige 
Funktionen der elementarmi symmetriscben Funktionen 
darsteUbar sind. 

Aus (1) und (2) folgt sofort die Gleidiungsreibe 

f(x^ ^ aui* - + • • • ± c* - 0, 

- Cb%""* + • • • ± - 0, 

a?zY(»z) = + e^Xx^ — c, ^ + • • • ± c„Xx* — 0 , 

— 1, 2, 3, . . ., n). 

Setzt muL bierin fOr 1 die Werte 1, 2, 3, . . ., n ein und summiert 
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die zu jeder einzelnen Zeile geliSrigen. Besnltate, so ergibt sicli die 
OleiohimgBreilie 

““ ^®»-8 “ 1 " • ’ • ± C „ 8 q =» 0 , 

Oder zosammeiLgefafit 

(6) S„ - CiS„_i - CgS„_j + ± 

(a — «,«+!, « + 2, ...). 

Diese Belationen zeigen, dafi men jedes s^, deseen Index a grdfier 
ist als (» — 1 ), duroh. («--l) Torlxerg^enden Funktionen Sa_i, 
^a-9t • ■ •> ®a-« Koeffizienten o^f c ^, . . dajrstellen kann. 

Danack ist s„ dnroh s^, s^, s,, . . nnd die c„ ausdrUokkai-; 
znnaohst dnroli s^, ^3, , . nebst den tmd dann wegen des 

ersten Besnltatea anck dorck die Sq, Sg, . . nnd die c„ usw. 
Man erknlt sonaok f£Lr 

• • •> • •; O* 

In dieser Formel kann nattirliok der Index x jeden positiven beliebigen 
Wert annekmen; nnd nnter den sind ganze rationale Funktionen 
zu versteken. 

Fflr die Sq, s^, Sj, . . leiten w Formeln, die (6) entspreoken, 
folgendermafien her: 

Die elementaren symmetrisoken Funktionen der (n — 1 ) GhrSfien 

8!tf • • •; ^x-lf ®x+i; • ' V 

bezeioknen wir fdr den Augenblick durok die Symbole 

V’. •••< «i*’; 

zwiscken iknen nnd den elementaren symmetrisoken Funktionen (B) 
der ofj^, Xg, Xg, . . x^, also den 

Cj, Cji, Cj, . . ,, c^, 

besteken folgende Belationen, defen Bioktigkeit okne weiteres ersiokt- 
lick ist, 

c, - (^W + 

— ft,W + 

Cb — 
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Barch. sie findet man sofoit die Gleichimg 

X/ — ± Ctt — + 

(6a) . • • + (ci|W + ± 

(a^n). 

Setzfc man luerin der Beihe nach x » 1, 2, 3, . . ., n nnd Bummieit die 
erlialtenen n Beeraltate, so entsteht die Gleiobnng 

«o - ± Ca«0 — ± + C W + * * ’ + C W). 

Die Klammeigrofie anf der recbten Seite entbSlt nur Sxunmanden ron 
der Prodnktform Xj^x^...Xg^ nnd aJle so gebildeten; jeder Bolche 
tritt (»— c£)-mal anf; der eben angegebene z. B. je einmal in 
c^“+*5, . . Polgliob hat die Elammer den Wert (n--a)c„, und 
die letzte Fonuel gebt in das Seblufiresnltat 

(6) «.-CiS.-i + «iS.-«-V.-. + ---±“«.-0 (“^«> 

fiber. Man hat also fOr die Heinsten Werte des Index a die Be- 
stimmnngen 

^ 

«i - + 2<!i — 0, 

C^) Bg -f- ■“ Of 


I ±C„»-0. 

Hierans ergibt sich der Beihe naoh dnroh Binsetznng 

■" <T» 

5* -Cl*- 2c,, 

Sg ■« Cj* 4" 

Bg = Cl* -f- 4c^(^ -J- 2(^* •— 4;C^f 

«6 — — 6ci*c, 4- 6C|*C8 + 


Setzt man diese Formeln bis b^ fort nnd wendet dann (6) ftlr b._i, 
B„_„ ... an, so folgt die Biohtigkeit des zu An&mg des Paragraphen 
behanpteten Satzes: Alle Potenzsnmmen b^ sind als ganze ganz- 
zahlige Funktionen der elementaren symmetrisohen Fnnk- 
tionen Ci, Cg^ . . ., c^ darstellbar. 

Ans (7) findet man nmgekehrt die DarsteUnng der c dnroh die b 
in folgender Form: 
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(9) 


II ^ 

21 Sgf 

— 3si«, + 2^8, 

41 c* Sj* — 65i*Sj + Ss^Sg + Ssj* — 6^4, 

51 — ®i® — 10si*«8 + 20 si*S 8 -h 16fiiS8* — 305iS^— 20s,s, +24ffj, 


Die &, Co, .... c_ Bind gazize, aber nicbt ganzzablige Funk- 
tionen der s^, s,, . . ., 5,_i, s,. 

DaB in alien Q-leiohiingen (9) mit Ausnahme der ersten die Snmme 
der Koefdzienten der rechten Seiten gleiob Hull wird, folgt aus der 
Annahme der Spezialweite fOr die 

iCj-O, aSb-O, -0; 

denn daftlr gilt die Beilie yon Gleiobungen 

^ “ ly ^8 “ ‘ ®fi ™ ^5 Sj, " ^ Sb 1; 

nnd die Substitution dieser Werte in (9) liefert den Beweis des be- 
baupteten Satzes. 

§ 119. Das Tbeorem aus § 118 ist ein Spezialfall des folgenden: 
Jede ganze ganzzablig-s^miuetrisobe Funktion ist als gauze 
gauzzablige Funktion der elementaren symmetrisoben Funk- 
tionen darstellbar. Wir geben dafCLr den GauBsdben Beweis 
(Werke, Bd. HI, p. 36). 

Yon den beiden Potenzprodukten 

legen wir dem ersten oder dem zweiten die bSbere Ordnimg bei, je 
nacbdem die erste niobt yerscbwindende unter den Differenzen 

Wj — Mg -fig, ..., m„-fi^ 

positiy Oder negatiy ist. Dann gelten folgende yier Satze, auf die 
der Beweis des obigen Tbeorems siob stfLtzt: 

I. Haben zwei Fotenzprodukte dieselbe Ordnung, so sind ibre 
E^qponenten der Beibe naob einander gleiob; es ist somit bei gleiober 
Ordnung 

•••» »»«-/*«• 

n. Unter den Potenzprodukteoy die mit dem yorgelegten 

(10) Xj'^Xg”^ . . . 

gleicbe Dimension -{- mi + • • • + mj baben, ist nur eine endlidbe 
Anzabl yon niederer Or^img als (10). Denn die Yorsobrift fiber die 
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01eichheit der Dimensionen besdir&Dkt die H5he der Exponenten aof 
endliche Grenzen. 

ni. Dasjenige Glied ans der symmetrisoliezi Somme 

(11) . . . x^) 

ist von lidclister Ordnong imter alien in (11) vorkommenden, bei dem 
Oi den hSobsten oder einen der bSohsten, x^ den naobsthoben Expo- 
nenten bat oaf. Hat man also die Beziebongen 

(12) «»l ^ ^ ^ ^ ♦Wfi 

der ontereinauderi so ist (10) das Glied hSohster Ordnong in (11); 
ond damit (10) das Glied boobster Ordnong onter denen von (11) sei, 
mofl (12) gelten. 

lY. Die Glieder boobster Ordnong; die in den elementaren sym- 
metrisoben Fonktionen 

vorkommeo; siod entsprecbend 

Xi, X^X^, X^Xj^Slhi} •••» Xj_XiX^...X^. 

Demnacb ist 

— a^*"i''“*(a?ia;i,)"^~"*» . . . (x^x ^ . . «— Xi”*^ . . . fl?”« 

mit IJnterdrtLokong der GHeder niederer Ordnong. 

§ 120. Hacb dieaen Yorbereitongen fdhren wir den Beweis onseres 
Satzes aos § 11^ so: EeT sei JF'(xi, Xg, •••,x^ eine ganze ganzzablige 
symmetrisohe Fonktion der x^^, so kann diese so zobereitet angenom- 
men werden, da6 nor ein einziges Glied boobster Ordnong in ibr vor- 
kommt; kommen nMiinliob mehrere von gleiober bScbster Ordnong in 
F vor; so lessen siob diese nadx 1 zo einem einzigen Gliede zosammen- 
fassen. Dieses sei non etwo 

. . . aywn 

dann bilden wir die symmetrisobe Fonktion ^ 

(13) jFi — JF— 

Die Dimension von ist boobstens gleich der von JF; es ist Fj. ganz- 
zabUg; das Glied bSobster Ordnong von F^ ist von niederer Ordnong 
als das Glied bScbster Ordnong von F. 

Das Glied bSobster Ordnong von F^ sei non. 

dann bilden wir die symmetrisobe Fonktion 

JP, — . . . (jfti ^ 
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deren Dimension hSchstens gleich der yon ist, wShrend das Glied 
hodister Ordnnng ans si^er in F^ weggefallen isi Nach II wird 
die FortfQhnmg diesw Operation ein Ende haben, d. b. es mnB ein- 
mal ein F yerschwinden, nnd die entsprecbende Gleiobung wird zu 

0 — .. .c^ 

werden. Die Addition aller so erbaltenen Gleichnngen liefert 

F(Xi, + • • * + “I 1- ; 

nnd damit ist der bebauptete Satz erwiesen nnd zngleiob durob ibn 
eine Darstellnagsmebbode gegeben. 

§ ISl. Ala Beispiel fdbren wir die Umwandlnng der Fnnbtion 
in den Elementen x 

F^ 8(xi*Xi*Xi) 

in eine Fnnktion der dnroL F bat als Glied bSobster Ordnnng 
Xj^*Xi*Xi] nnd wegen Wi — 2, «», — 2, jw^ — 1 wird siob znnabbst er- 
geben, der Gleibbnng (13) entspreobend, 

(14) Fi = S(,Xt'x,‘x,)-c,c,-F-c,c,. 

Nnn ist . 

CiCs “ (x^x^-jr x^x^ + x^Xi-\ + 

mnltipliziert man ans^ ao kommt man auf das Besnltat 

— aS(xj*Xt*Xi) -f §8(pBi^Xf,x^x^) + y8(XiXaXtX^X6), 

wo die Zerlegung in eintypige Fnnktionen dnrobgefObrt ist. Die Eoefd- 
zienten a, y geben an, anf wieviele Arten bei der Mnltiplikation 
ein Glied yon der Form 

Xf^'Xj] Xt^Xj^XfXpl X^XjJX^X^X^ 

entstebt. Man siebt leiobi^ dafi bier ce — 1, /3 — 3, ^ — 10 wird. Dem- 
nacb ist, da die Glieder erster Art das gesamte F bilden, 

JPj — — 38(xj*XiX^x^ — 108(xiXj^XiXi,x^). 

Hierin lautet das Glied bSobster Ordnnng Xj*x^a!^Xi] also ist «■ 2, 
— »»8 — ^4 — 1 nnd 

(IB) F,~F^ + de^o^. ' 

Hierin ist 

Ci«4 - (ai + «> + aia + • ■ • + fl!0(a>iflJ*a!8aJ4 + • • * + 

, •^d8(Xi*XfXiX^ + 88(XiX^XiX^,Xi), 

Kettoi Algetea 10 
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xmii fOr d imd 8 findet man die Werte 1 und 6, aJso 

(16) Fg ^ 6c^. 

Addiert man (14), (15), (16), so gelangt man zn dem SoUnfi- 
reenltate in der Darstellung 

S(a!i%*a!g) - CjCb — SCj^Ci + 6C5. 

§ 122. Um derartdge verwickelte Beolmnngen nnnStig zn maohen 
Oder dooh wenigstens naoH Mdgliehkeit einznsclir&aken, hat man 
TaheUen entworfen, welohe die eintypigen 8(!Dj^...x^) dnrch die 
ansgedrtlokt angebem^) Diese Tabellen sind ua^ der DimensionshShe 

1->«0 angeordnet. 

1st die eintypige symmetrische Fnnktion 

(17) 8(xj^^...x^) 

'ff'obei a den Zahlenkoeffizienten bezeiohnet, der zn dem folgenden 
Fotenzprodnkte der C;^ gehort, nnd setzt man hierin tXj^j . , ., fx„ 
statt Xj^f x^, . . x^ ein, so gehen c^, c^, — in 

X{i + Xit-\ + Xj ’^ tC^t 1- 

x^x^xti* + aJia?,aJ4^* -\ + ««_*«»_ 

nnd (17) geht dabei in 

t”h.+'-'+”*n8(Xj^. .,X^) — 

tlber. Barans kann man schliefien, daB ftlr jedes G-lied der rechten 
Seite Ton (17) 

(17 a) 2i + 22 i + H- • • • + + + + 

Sein mufi. Die Snmme der Prodnkte ans den Indizes in die Bzpo- 
nenten jedes Faktors ron 

. .C9n 

haben wir § 20 als das Gewioht des Potenzprodnktes bezeichnet. 
Besitzen nnn alle Snmmanden eines Aggregates gleiohes Gjamcht, so 
n^ten wir das Aggregat isobarisoh^) (§20,8.24). Folglioh ist 
die rechte Seite Ton (17) eine isobarische Fnnktion vom 
Gevichte (jw^ + wi, -f- • • • 4 - w J in den Ci, 0^, . . ., c„. Es reioht also 
ans, anf die rechte Seite von (17) nnr solohe Fotenzprodnkte der 
zn selzen, deren Ezponenten alle ganzzablige LdEningen von (17) sind. 


1} Fail di Brnno, Bin&re Fomen; Salmon^.. Modem hi ghe r Algebra. 
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1st z. B. die Dimension (wj 4- ♦»! + •• •) von gleicb. 7 

so findet man fllr die die Tabelle von Zidilenkombinationen 

gi g» gs g4 g5 76 gr 

7 0 0 0 0 0 0 

6 1 0 0 0 0 0 

4 0 1 0 0 0 0 

3 2 0 0 0 0 0 

3 0 0 1 0 0 0 

2 1 1 * 0 0 0 0 

2 0 0 0 1 0 0 

1 3 0 0 0 0 0 

110 10 0 0 
1 0 2 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 

0 2 3 0 0 0 0 

0 10 0 10 0 
0 0 1 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 

BO da.3 jede symmetrisobe Fnnktion der Dimension 7 anf die Form 
gebracbt werden kann 

ac^ + + yCiS + H h 

in der die QrSfien ci, (f, t Zahlkoefdzienten sind. 

Hiemaeh wird die Bedentung der folgendeu Tabellen klar sein. 


Oi I Ca <ii V 



5(a;^4)L4 4 2 ^ 4 : 1 6 -6 -5 6 6 -6 1 

S{x^%) 4 - 1-2 1 S(a!^%) - 616 - 1-81 

2-2 1 iSf(a:iV) -6 6-1-2 1 

—4 1 8(p;j^0Bj,ss^) 6 — 1—2 1 

1 5(a^*a?,*a?,) 6 —3 1 

6f(a!i*a!^ii?5a;4) —6 1 

1 . . 

10 * 
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So ist also 'beispielsweise ans der Yorletzten Tabelle zn ersehen, dafi 
4- i®a* + + ai »#“ + aJs^aJ® H 

§ 128 . Wir b&tten die Definition der symmetrisohen Fnnktionen 
enger ancli so fiassen kSimen: Symmetorisoli heifit eine Funktion der 
Elemente Xg, • • •, werm. sie bei jeder Yertanscbung je zweier 
der x„ ibxe Form nicbt ftodert. Derm darans folgt, gemaB den Lebren 
Yon der Permutation, die in Gfrundlei^en I, S. 178 geforderte allge- 
meine UnYeranderlichkeit der Form. 

Wir woUen im AnachlnB damn die Fnnktionen F’(aSi, a^, a^, . . a;J 
untersnoben, die bei der Dmstellung zweier beliebiger Elemente x„ 
and nnr das Yorzeiohen &adem, den absoluten Wert aber bei- 
behalt^ also den Gleiobnngen 

(18) ■F(xx, . . Xa, . . x^, . . x^ • • •; x^,, •••,»*) 

Gentlge leisten. Solebe Fnnktionen mdgen alternierende beifien; die 
erwabnte Yertauscbung der Elemente x„ und x^ nntereinander beifie 
die Transposition Yon x„ nnd x^ imd werde durcb (XgX^) oder, was 
das gleiobe bes^ dnrob (x^xj dargestellt. Wir betrachten mm die 
folgende Funktion 

A - - (ai -ai>)(ai -a;^) • • ■ (asi -a:J 

(a?a a!g)(a^ x^ • • • (a^ — x^ 
(a;8“-«4)---(a^-a;J 


(a'li— 1 af,J 

nnd zeigen, daB A bei den Yertansobungen Yon x^ nntereinander zwei 
Werte beferi^ die siob nnr dnrob ibre Yorzeioben Yoneinander nnter- 
scbeiden. 

Erbebt man A in die zweite Potenz, so zeigt siob, daB das Qnadmt 

x<X 

eine einwertige symmetrisobe Fnnktion der n XJnbestimmten a^, a:^, 

• • •) ^nt 

"■ ^(aij a^, . . a;^ 

wird. Damns folgt dann nmgekebrt, daB die Qnadmtwnizel ans 
^(a ^7 a^; ■ a?n) eine rationale ein- oder zweiwer^e Fnnktion ist 
Die Entscbeidnng fallt zngnnsten der Zweiwertigkeit ans, wie die 
Transposition .{^x^ bei ibrer Anwendnng anf die Form A darlegt. 
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Diese TranBpositiozi Ubt einen Einflufi nur anf die beiden ersten Zeilen 
der oben gegebenen Darstellimg 

auB, indem. sie auB ibneii 

(ii!,-a^)(!i!,-aj . . • (Xi-®0 

berromifb. Die Vergleichmig beider Formen zeigt, dafi die Trans- 
position {a^x^ die Fnnktion A in — A umwandelt. Danach ist der 
Satz allgemein bewiesen. 

§ 124. Es gilt femer das Theorem: Jede Transposition 
ftlhrt A in — A dber. Wir snohen ana der Gl-esamtheit aller Trans- 
positionen der Elements x^t x^j x^j . . x^ die heraus, die mindestens 
eins der beiden transponiei^n oder x^ enthalten, nnd ordnen diese 
in folgende Tier Aggregate eis, wobei der EUrze halber {x^^x^ dnrdh 
(ce, /3) ersetzt ist, 

I (1 «) (a#) . . . («-2, «)(«- 1, «), r («!, «+!)(«, «+2) . (a, fi-iy, 

'■-'l(l(S)(2/})...(«-2,^)(<i!-l,fl, ^ 


^ |(«,^ + !)(«>(* + 2) 


(IV) («,«, 


worin a<Cfi asgenommen werden mag. Bei der Yertausohung von X„ 
nnd x^ vertansohen sioh die Elemente der oberen Zeilen mit denen der 
nnteren in (1) nnd ebenso in (III). Das Prodnkt dieser yier Zeilen 
ist daher der Transposition (XgX^) gegentlber ,,inTariant^ Betraohtet 
man dagegen in (H) zwei nntereinonder stehende Elemehtenpaare 


(«if) 




nnd deren dnroh {x„Xg) transformierte Klammem Ton der Form 


(f>“) 




so mtlssen diese samtUch einer Zeiohenandemng unterworfen warden, 
nnd znsammen 2Q3 — ce— 1) ZeiohenBndenmgen; da dies eine gerade 
Zahl ist, BO bleibt das Prodnkt der JOammern in (II) nnge&ndert nnd 


(„l)l09-»-l)a--j-l. 
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Endlicli bleibt noch die Wirknng you (x^sa^) anf (a, /3) zu beaobten; 
da bier 

Q3_a) (a-/S) 

ist, so liefert sie ein Minnszeicben, nnd A wild dnrcb (x„a^ in — A 
nmgeSndert 

Es stebt somit das Besoltat fest, dafi A eine altemierende Funk-^ 
tion ist. 'Gfber die allgememe Form zweiwertiger Fnnkiionen wird nocb 
eing^ender zn spreoben sein. 


Zebntes EapiteL 

Die Emlieitswiirzelii. 

§ 125, Die Einbeitffvnirzeln definieren wir als die Wmzeln 
der Gleicbnng 
( 1 ) 

Die MoiTresobe Formd liefert nna obne weiteres n yerscbiedene Wiu>- 
zeln Ton (1), n&mlicb 

(2) ^,-oos^ + tBm^ (*-1,2, 8,.. 

nnd wir kSnnten; a.nf diese Darsiellnng gesttltzt, die Tbeorie der Ein- 
beitswurzeln berleiten. Bei einer soloben Bebandlnng wiirden wir aber 
das Gebiet der reinen Algebra verlassen; nnd nm dies zn vermeiden, 
wollen wir von der B^ntznng der goniometzisoben Formel (2) abseben. 

Wir branoben fOr nnseren Zweck den Satz, dafi die Gleicbnng (1) 
n Wnrzeln besitzt; der ist im aobten Eapitel bewiesen worden. 

Nnn sei- a> eine Wnrzel von (1), dann ist anob jede Potenz 
Ton CD mit ganzzabligem Eiponenten X eine Einbeits wnrzel; denn 

man bat ja ' 

(ca^y — 1 . 

Da eine Potenz Ton cd, namlidi die gleicb 1 wird, so gibt es anob 
eine niedrigste, etwa die fOr die das eintritt. In der B«ibe der 
Pptenzen 

(3) CD, 0)*, CO®, . . CD* 

baben dann alle Glieder untereinander Tersobiedene Werte; denn bfittei 
man ©“ — (a, /3 — 1, 2, . . A;; a< jS), so wtlrde co/^“® •— 1 folgen 

mit einem Ezponenten (/3 — -^le^ was ge^en die Annabme Terstiefie. 

BUdet man die B^en 
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to , 

, 

..., CD*-V, 

(D*, 

0)*+^ , 

0*+* ^ 

1 

8 

(D**, 

0**+l, 

a>**+*, 

UjBfc— 1 

(D®*, 


BO Bind die Werte der Glieder jeder einzelnen Spalte einander gleioli 
nnd die Werte der GUeder von 8palte zn Spalte versohieden; insbe- 
sondere baben die Glieder der letzten Spalte tmd nnr sie den Wert 11 
Da nnn cd" — 1 ist, so stebt o* in dor letzten Spalte, d. b. n ist ein 
Yielfaebes von nnd b ein Toiler von ». 

Wenn It der niedrigste Exponent ist, der zu Eins 
maobt, dann sagen wir: m gebort znm Exponenten b; damit 
eine Einbeitsvrnrzel to znm Exponenten h gebSre, ist es 
notwondig, dafi Tc ein Toiler von » sei; gebSrt to zum Expo- 
nenten n, BO bei£t to eine primitive EinbeitswarzeL Ge- 
b5rt to zum Exponenten hj bo liefern die Potenzen von (o 
gerade 7o verscbiedene ft** Einbeitswurzeln; ist to eine primi- 
tive n** Einbeitswnrzel, bo liefern die Potenzen von to alle 
n**° Einbeitswurzeln. l^aob diesem letzten Besultate reiobt also die 
Kennto einep oinzigen primitiven n*“ Einbeitswurzel znr vollBtBndIgeoa 
AnflSsnng der Gleiobnng (1) ans. Lassen wir die goniometrisobe 
Wuizoldarstellnng gelten, so weiet siob ft «=> 1 in (2) als primitive 
n*B Einbeitswnrzel ans; bei rein algebraisober Bebandlimg bedarf man 
znm Existenznacbweise einer solcben nocb weiterer SobltlBse. 

§ 126. Wir woUen dazn, vorbereitend, anf zweierlei anfmerksaxn 
maoben. Zun&obst kSimen wir anob Potenzen der Einbeitswurzeln mit 
negativen Exponenten einfdbren, indem wir 

0-1 ■■ 0)“® <D“" — 1, 

O”"”^ -• O"*^, — 0)”*, ... 

setzen. — Femer laBSffli siob, wie ans der Tbeorie der Eettenbrtlobe 
Oder ans dem Euklidsoben Algoritbrnns fClr den grSfiten gemeinsamen 
Teller zweier ganzen Zablen folgt, zn zwei einander teilerfiremden 
Zablen m nnd n zwei andere a nnd h bestimmen^ ftlx die 

a4»-)-6»*l Bobald |a|<|n|, |6|<lm| 

wird. 

Eb Boien nnn die beiden Gleiobungen vorgelegt 
of*- 1-0, af— 1-0, 

in denen die Exponenten m nnd n teilerfremd Bind; to Bei eine m** 
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imd W eine EiaheitBWTLrzeL Dann ist die Gleicliimg o ■« ar nTir - 
dflnn mSglich, weniL beide Seiten — 1 warden. Denn ans 

to ^73 folgfc — 0 )^“*"*, d. L (D — 1, also auch W — 1. 

Darans ergibt siob, dab o • ar «- 1 nnr eintritt, wenn cd •» ar — 1 ist 

Mnltiplizieri: man eine Einlieitswaizel a mit einer Einheits- 
wnizd 73 f so ist das Produkt a • 37 eine (m • n)^ Einbeitswnrzel; 
denn es ist 

(o®)*”* — ((D™)’‘(®*)’" — 1. 

L DnrobliLnft o alle Wurzeln aa^ yon a?*" — 1 — 0 

nnd 35 alle Wurzeln 35^^ ®j|, ®^ii a?" — 1 — 0, so dnrch- 

lauft CO*® alle (m-n)^ Einbeitswnrzeln. Denn alle Produkte 
1 %®^ sind untereinander yersdhieden, weil ans 

a>„®^ — Oy®, folgen wtlrde a)y“^(D„ — Sfg3S^~^ — 1, 

und daraas cd^ — cOy, ®^ — 73g. End femer stimmt die Anzabl 

der Produkte (d^®^ mit der Anzabl der (m • n)^ Einbeitswnrzeln 
tlberein. 

1st 00 eine piimitiTe imd ® eine primitiye Einbeitswurzel, 
so ist (to-®) eine primitiye (w •»»)*“. Denn gebSrt (cd*®) zum Ex- 
ponenten p, d L ist p der niedrigste Exponent, fQr den 

(c-®)?— 1 

isi^ BO folgt 

0 )^ . — 1 und ©P — 1, ®P — 1; 

also mufi p ein Yiel&ohes yon m und yon n sein. Da m und n teller- 
fremd sind, wird p ein YieLEaobes yon m • n; und da p so klein wie 
mSgliob ist, so bleibt p — »»'• w, d. b. (© • ®) ist eine primitiye 
(w-n)** EinbeitswurzeL 

Ist niobt gleicbzeitig © eine primitiye 9n^, und ® eine primitiye 
»*• Einbeitswurzel, dann ist (©®) keine primitiye (♦»•♦»)*•. Denn ge- 
b5rt z. B. © zum Exponenten ft, wo ein Teiler yon m ist, so wird 

(© • ®)^" — (o/')*(®»)^ - 1 , . 

BO dafi (©®) zu (in oder einem Teiler yon. fin aJs Exponent gebdrt. 

n. Durcblauft © alle primitiyen Wurzeln yon ©“ — I — 0 
und ® alle yon aJ"— 1 — 0, so durcblauft ©® alle primitiyen 
Wurzeln yon af*‘" — 1 — 0. Das folgt aus den letzten Besultaten. 

§ 127. Durcb den Satz I des yorigen Paragrapben ist die Be- 
reobnung der Wurzeln yon 

(^) - aJ”*" — 1 — 0 (♦», n sind teltei&emd) 
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auf die der Wurzeln der beiden, GUeiokozigen 

(5) aj« — 1 - 0, af — 1 — 0 

reda2dert; und dnrob den Satz 11 die der primitiyen Wnrzeln von (4) 
auf die der primitiyen Wnrzeln der beiden Gtleiobungen (6). Wenn 
wir die Anzahl der primitiyen Einbeitawurzeln dnrob 9 (ft) be- 
zeiobnen^ dann folgt ana dem Satze II 

(6) 9 (w • w) =■ 9 (w) • 9 (») {m, n sind teilerfremd). 
let nnn ft in seine Prim&ktorpotenzen zerlegt, 

wo die jpi; P%tPt 7 • • • di3 untereinauder yeraohiedenen Primzablen be- 
deuten, die in ft ala Faktoren yorkommen, so liefei^ (6), mebrfadb 
angewendet, 

9(ft) - g>(Pi“^)(p{Pi“*PB^---Pr“d - 9(Pl"090rt908‘^--*jPr“0 

-Jj9CPi“0» 

ilial 

80 dafi also die Bereohnnng yon 9 (ft) anf die einlaobere Bereobnung 
zurflokgeflllirt wird, in der ft eine Primzahlpotenz ist. Wir bestimmen 
demnaob die Anzahl der primitiyen Wnrz<^ yon 

( 8 ) . 

Jede nioht primitiye Wurzel dieser GHeichung ist eine Wnrzel der 
Q-Ieiohnng 

and amgekehit; (8) imt gomit nioht-piimitive Wnizeln, and da 
(8) im ganzen p" Wnrzeln besitzt, so bleiben nnr 

primitiye Wnrzeln tibrig. Demnaoh geht (7) tlber in 

So wird ftlr 

ft - 2, 8, 4, 6, 6, 1, 8, 9, 10, 11, 12, . . . 

9(ft) ■■ 1, 2, 2, 4, 2, 6, 4, 6, 4, 10, 4, . , . . 

§ 128. Es sei non (d eine primitiye ft^* Einkeitswnxzel, dann liefert 
(10) 03^, ©*, ©•, , . (b*"r«l 

sBmtliche Wnrzeln yon a:* ^ 1 — O. - Wir fre^en, zn welohem Expo- 
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nenten eine Potenz 0 * gehSrt. 1st das der Exponent p, so ist ^ da- 
dnroli charakfcerisiert, daB pA das niedrigste Vielfache Ton h wird, das 
dnroh h teilbar ist. Bezeichnen wir mit [A, A] den grSBten gemein- 
senien Toiler von h nnd h und definieren ^ und \ dmrcli die Glei- 



k \kt A “■ • [^1 A] , 


so haben A^ nnd \ keinen gemeinsamen Teller mebr^ und q ist da- 
dnrcli oharakterisiert, daB p * A, das niedrigste Vielfaoho von A^ wird, 
das durch \ teilbar ist. Offenbar ergibt siob p — 

TTT. Die Potenz a>* gehSrt zum Exponenten \ — [A, A]. Ist 
A teilerfremd zu A, so istm* eine primitive A*® Einheitswurzel, 
und nur dann. 

Yergleioht man dies letzte Besultat mit dem des vorigen Para- 
grapben, so erkennt man: IV. g)(A) gibt die Anzahl der Zablen A 
an, die kleiner als A und zu A teilerfremd sind. 

§ 189. Ist A gleioh einer Primzabl j), so hat 0 ^* — 1 — 0 nur 
eine nioht primitive Wuizel 0 — 1, und die OP — 1) primitiven fibrigen 
Wurzeln genUgen der Q^leichung 


^ — 0^”^ + 0^*“* -f + • • » + 0 -f 1 — 0. 

a— 1 

1st A gleioh einer Primzahlpotenz so genflgen alle nioht primi- 
tiven Wurzeln dor Gleiohxmg. — 1 — 0, also die primi- 

tiven der Gdeiohung 


(11) ■ + 0P® "‘(p-*) H 0P“"^ -1-1-0. 

a** — 1 

Wir suohen nun allgemein die Gleiohung 


*(») - 0 


zu bestimmen, deren Wurzeln die A^ primitiven Einheitswurzeln 
a^, 0 ^/„) Bind, so daB also ^*( 0 ) vom Ghrade g)(k) ist Wir nehmen 
als beOnnt an und suohen fdr den aUgemeinen Index Ajp“ die 
Losung der Gleiohung 

wo j7 teilerfremd zu A sein solL Aus 


?»(®) “ 

folgt 

woraus man ersieht, dafi jede Gleiohung 

. 0^*“ — 0^ — 0 , 0^“ — 0, — 0 , ... 
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jpo EinlieitswTirzeln der Ordnimg (Jcjp^) liefert. Von diesen Bind die 
niolit-primitiT, bei denen schon die Potenz bzw. gleich 

x^, . . . wird, ^e also die Gleidbung 

- 0 

befiriedigen. Denmacb fiilirt der Quotient 

gleicb Null gesetzt anf die Gleiobnng ftir die primitiyen Sin- 

beitewTirzeln, d. h. man bat 

(12) W — — (j?t 76 Bind teilerfremd). 

9k\60^ “ } 

Setzen wir nnn des beqnemeren Drackes wegen fOr den Angenbliok 


BO liefert (11) 




nnd dann (12) 


««-l“[2], 


ffpOpf w 






nsf. 


Bezeiobnet man mit die Zabl 

sowie aJle Zablen, die aus % durob Diyision mit einer geraden Anzabl 
yon Piimzablen PaPzf • • •; JPr entsteben, und mit q^ alle, die ana A 
dnrob Diyiaion mit einer nngeraden Anzabl entsteben, so wird 




§ 130. Nacbdem wir so die Gleicbnng bergeleitet baben, deren 
Wiuzeln die primitiyen b*“ Einbeitswurzeln sind, wollen wir die Ir- 
rednktibilitat dieser Gleiobnng im Edrper der rationalen Zablen nacb- 
weisen. Sebr einfiMb gdingt das im FaJle jp anf einem yon 
Bisenstein gefdndenem Wege. 


Es ist 


?.(») 


— 1 ^ 
X — 1 ’ 
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setzt man bierin bo entstebt die in g ganze Fnnkidon 

(p —-!)*“ Grades 


m ‘ 1 ' 


JP(P- 1) ^-8 
1-2 ^ 


I P(P“-1)(JP — 

1 . 2-8 ^ 


+ ••• + 


— 1) 
1-2 


ei-p. 


Auf die reobts stebende Fnnbidon lafit sicb der Satz ans § 49, S. 69, 
anwenden, imd da ^^(aj) nnd g^^g + l) gleiobzeitig reduktibel nnd 
irrednktibel sind, so ist der Satz bewiesen. 

Fttr h^p" ist der Beweis dem ftlr A— p gegebenen ganz Sbn- 
lioL Wir tibergeben ibn nnd bebandeln sofoxt den allgemeinen Fall 
fOr ein beliebiges Tc. Dazu braucben wir einige Hil&sEtze. 

^ 131. Ist 

f(x) = sf — aof-^ + baf”* ± i — 0 

eine ganzzablige Gleicbnng mit den Wnrzeln 10$, sutt . • nnd 

F{so)m of - Asf-^ + ± D - 0 

die Gleiobung mit den Wnrzeln x$^, x/, wobei g eine 

beliebige Frimzabl bedentet, so ist f^rs erste zn zeigen, daB 

(14) F{x) = f(x) (mod q). 

TTm dies zn beweisen, denken wir nns nnter u, v, . . to nnbe- 
stimmte Grofien nnd finden dnrcb Yerwendung des polynomisoben 
Satzes 

(« + t>H f-w)* — + |-w® + 2* s(tt; 

Bjerin stellt s(t«, v, . . ts) eine ganze ganzzablige Fnnktion Ton 
u, V, i . ID dar, ^e zudem symmetriscb ist, da die linke Seite 
sowie vfl anf der reobten in den TJnbestimmten sym- 

metrisohe Form bat. 

Hierin setzen wir u^Xy^, v^x$, w^X/, dann wird die linke 

Seite zn der erste TeU der reobten zn A, nnd s(m, v,..., w) gebt 
in eine ganze ganzzablige Fnnktion Sj(a, b, c, . . ., d) 'dber; wenden wir 
auf as den „kleinen'^ Fermatscben Satz an, so folgt 

A^ a (mod g). 

Setzen wir in die obige Gleiobung jftlr die u, v, . . ., ta die ■^r(r — 1) 

Prodnkte x^x^ ein, dann wird die linke Seite zn b^, der erste Teil 
der reobten zn JB, nnd s gebt in eine ganze ganzzablige Fnnktion 
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8 ^( 0 ^ b,c, fiber; wenden wir anf b* wieder den erwSlmten Fer- 

matsohen Satz an, so folgt 

J5 s 6 (mod q) 

UBW. Also gilt (14). 

An zweiter Stelle beweisen wir, daB, wenn f(x) irrednktibel ist^ 
and wenn rc,®, . . untereinander verscbieden siud, anch F(iG) 
irrednktibel sein wird. In der Tat, F(x) babe znun iixedukidblen Teller 
mit der Wnrzel x^^ die Funktion Fi(x); dann bat — 0 die 

Wurzel x^ mit f(x) =» 0 gemein, also wegen der Irreduktibilii^i! "^on 
f(x) — 0 alle r GhrSfien x^, Wnrzeln; d. b. es ist 

JPi(fl;,.3) “ 0. 

jFi(a;) — 0 bat also aUe Wnrzeln mit F(x)""0 gemein; sind 

Xy^ Toneinander versobieden, dann ist der Grad yon F^ min- 
destens gleiob dem von F] daher F irrednktibel. 

Zns&tzHcb moge noob bemerkt warden, dafi, wenn x^, Xj^f . , ,f 
zu den Sinbeitswurzebi gebOren, nnd ft xa q teilerfremd ist, die 
Bedingungen xj x^^ yon selbst erftUlt sind. Denn ware x„^ -* xj, 
dann bestimmen wir eine Zabl q' dnrch die Fordemng qq'^'\- (mod%) 
nnd finden s as^. Die Gleicbbeit zweier Wnrzeln 

Xg^y x^ widerstreitet aber der Fordemng der Irreduktibilit&t yon f{x). 

§ 133* Naob diesen Yorbereitnngen geben wir znm Beweise dos 
Satzes fiber, dafi die Gleicbnng — 0 yom Grade 9 >(n), deren 
Wnrzeln die primitiyen n*^ Dinbeitsrmrzeln sind, irrednktibel wird. 
Wir nebmen an, h(x) sei ein irrednktibler Faktor yon g,^(x) nnd o» 
eine der Wnrzeln yon h(x) — 0; kann man nnn naobweisen, dafi 
fc(aj) am 0 durcb samtlicbe Wnrzeln yon g^(x) «■» 0 befiriedigt wird, 
dann ist die Irrednktibilii^t yon siobergesteUt. S&mtlicbe Wnrzeln 
yon ^ kfinnen in die Form o’* treten, wo it eine zu n teiler- 

fremde Zabl bedentei Es 'v^e somit zn zeigen, dafi fOr jedes solobe x 
die Gleiobung h(x") — 0 erftUlt wird. Dabei gentigt es, sidb anf Frim- 
zablen x zu besoki^nken. Denn sind x nnd A zwei zn n teiler&emde 
Primzablen, die anob einander gleiob sein dflrfen, nnd ist h(a**) 0 

nnd anob A(a>^)— <0, so bat h(x^)""0 mit der irreduktiblen Glei^nng 
h(x) •- 0 eine Wnrzel a; — oa gemeinsam, also alle nnd insbesondere 
a; — 0 )’'; d. b. es wird — 0. Ist dann (i eine weitere zn n teller- 

fremde Primzabl nnd so bat 3^(a>“) -- 0 mit der irreduk- 

tiblen Gleiobung 'h(x) — > 0 eine Wnrzel X"* m gemeinsam, also alle, 
nnd insbesondere die Wnrzel x — a>*^; d. h. es wird 0 usf. 

Bedentet daber q eine willkfirlicbe zn n teilerfremde Primzabl, so 
ist nabbznweisen, dafi b((D3) p« Q wird. Dieser Aufgabe kSnnen wir 
eine andere Fassnng in folgender nenen Gestalt geben. 
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Wir 'bilden die GHeichung — 0, deren Wurzeln die g*® Po- 
tenzeu der Wurzeln von h(x) — 0 sind. JS[(w) ist mit h(x) zngleioli 
irreduktiliel, wie am SoUnsse des vorigen Paragraphen gezeigt wnrde. 
Isfc also A(a)®) — 0, dam haben A — 0 nnd JET— 0 eine Wnrzel a; — oj* 
gemeinsam, und es wird S{{s) » h(x). Der l^aohweis der Irredukti- 
bilitEt von g„{x) ist daber erbraobt, wenn feststebt, dafi S(x) nicht 
von h(x) versoldeden ist. 

Waren JECQs) und h(x) voneinander verscbieden, so bStten beide 
Funktionen wegen ibreor Lreduktibilitat keinen Faktor gemeinsam, und 
da beide Funktionen Teiler von — 1 sind, so hS>tten wir 

a!" — 1 — h(x)S(x)g)(x)f 

was mit Hilfe von (14) tLbergebt in 

a!" — 1 = 'h{xftp{x) (mod g) 

= b(a;)*9)(®) + 2 • ^(®); 

wo ^(a;) eine ganze ganzzablige Fmktion von x ist. Nimmt man auf 
beiden Seiten der letzten Gleiobung die ersten Ableitungen und gebt 
von der Gleicbung auf die Kongruenz modulo g fiber, so entstebt 

»af”^ s j^t(aj)X(aj) (modg); 

aucb X(a;) ist bier eine ganze ganzzablige Funktion von x, Aus den 
beiden letzten £ongruenzen folgt 

» — x(naf^~ ‘) — n(aJ* — 1) 

Da nun g zu n teilerfremd isl^ so kSnnen niobt alle Koeffizienten von 
Y(a;) md nicbt aJle von h(x) durcb q teilbar sein, md man siebt 
leicbt, dafi V(a;) und h(x) modulo q kongruent zu zwei Konstauten sein 
mtlasen. Das widerstreitet aber der Annabme, dafi h{x) als Teiler 
von (af* — 1) mit einem bSobsten GFliede von der Form begimt. 

JBC(x) kann demnacb nicbt von h(x) verscbieden sein, und g^(x) 
ist irreduktibeL 


= h(x)xX(x) — nh(xyq)(x) 
= h(x)y(x) 


(mod q). 


Elftes EapiteL 

Die EreisteilTuigsgleichimgeii. 

§ 188. Die Gleicbung, welobe die g>(n) Einbeitswurzeln n**'Ord- 
nung zu Wurzeln bat, beifit die Ereisteilungsgleicbung w*"Ord- 
nung. Diese Benemmg wird durcb das Folgende erklart und ge- 


Geometriache Kreisteihmg 
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reditfertigt. Wir setzen ai — oos^ + isin^ — und stellen die 


n G-rSBen 
daroh. Punkte 


CD, O*, CD®, CD**"S flj” 

■^i; ' ' 'f ^0 


der GauBsohen ZaUenebene dar. WShlen w ftlr die ale Polar- 
koordinaten (>„, so wird 


•virorBUB man ersiebt, daB alle n Punkte P„ anf einem mit dem Badius 1 
um den AnBstngapiinkt .0 gesohlagenen Exeise liegen, derail daB jeder 
Zentriwinkel 

p Qp m ®** 


■ «+i 


n 


-vrird. Denmacb. bilden die Pcmbte die Ecken des in den Einbeits- 
kreis einbescbriebenen regulBren ft-Ecks, bei dem die eine Eoke 
Pq ■— 008 0 -{- » sin 0 in die Biobtung der reellen positiren Aobse faJlt. 

Bei dieser Eonetniktion ist es wesentliob, daB cd als primitiye 
Einbeitsworzel angenonunen wird, dagegen nnwesentliob, welobe yon 
den q>(n) yorbandenen gewSblt wird; die 
Pnn^ treten sSmtlicb bei jeder pri- 
znitiyen n**' Einbeitswurzel anf, wenn- 
gleiob in geanderter Bieibenfolge. Yerstebt 
man unter ZET eine andere, eine yon cd*^^ 
und (a~~^ yersobiedene primitiye Einbeits- 
wurzel und bestimmt die Punbte des 
Einbeitskreises 2 

Pi'- ar, P/-®®, 

p/-®®, p;_x'-®"-s 

Po'-l, W«-8- 









I 


BO ist anob das w-Eck P/P/P,'. . . P„'’_i regular, aber seine Seiten 
Bobneiden eiob; es ist ein Bbersobl^enea Yideok, dessen Ecken; ab- 
geseben yon ibrer Anordnung, mit denen des n-Eoks PoPjPj|...P„_t 
zusammenfallea. (Die Figur beziebt siob auf die Annabmen n — 5; 

JDT — CD*.) 

Aub dem Besprocbenen ergibt siob, dafi mit der Bestimmung yon 
CD die Eoken des regullren »-Eoks bestimmt sind. Ja, da der Bruob 

fi# "1“ o"" ^ 2 ff /"x j 

COB— -OA 

isi^ so reiobt es fOr die Eenntnis der n-Eokseite PqP] den Wert 
yon ro + oj'"^ zu wissen. 
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Hatte man fOr "dS eine niolit piimitiye Wurzel cd^ genommen, die 
etwa zma Exponenten Mq geKSrt^ so wQirde die Konstmlddon der Punkte 
• ' ‘ ^tg-Eck gei^ilirt haben, statt auf ein n-Eok; dabei 

ist Mg ein Teiler von n. 

Wir k5nnen die Aufgabe dei: Bestixnmtmg eines regularen n-Ecks 
in ein&obere zerlegen, sobald n yerschiedene Primfaktoren entbSlt^ 
mid als ein Prodnkt zweier teilerfiremden Zahlen n-" s-t dargestelli 
werden Trann. Denn naoh der Tbeorie der Eettenbrdche lessen sioh 
auf unendlicb yerscbiedene Arten zwei ganze Zahlen tf und t be- 
stinunen, die der Gleiohung 

6t — t8 — 1, 

also auch den Gleiohungen 

a r 1 2tf9r itJt iat 

~r i n * a 

gendgen. Daraus sieht man, daB der Zentriwinkel, der zur Seite eines 
regul&ren ft-Ecks gehSri^ g^unden wird, wenn man yon dem e-£Eichen 
des zmh regul&ren s-Eck gehorigen das y-fadhe des znm regularen 
^-Eck gehorigen Zentriwinkels abzieht. 1st 

n — . jp«. 2 ^. yy. . 

wo pf die untereinander yerschiedenen Prim&ktoren yon n be- 

deut^, so reduziert sich naoh dem soeben Angegebenen die Herstellung 
eines regulAren 9»-Eoks auf die eines regularen eines reguBren 
gf'-, . . .-Eoks us£ 

§ 134. Wir haben itn yorigen Paragraphen die geometrisoh in- 
teressante Frage naoh der Konstruktion des regularen n-Eoks unter 
alleiniger Benutzung yon Zirkel und Lineal noch nicht berOhrt Das 
soli jetzt geschehen. Man weifi, doB die Konstruktion der Wurzeln 
yon linearen und yon quadratisohen Gleichungen auf diese Weise stets 
durchgefOhrt werden kann, und daB umgekehrt, wenn eine Streoke 
mit alleiniger Benutzung yon Zirkel und Lineal darstellbar ist, ihre 
GhroBe einem Eationalitatsbereiche angehdrt, der duroh Adjungierung 
einer endliohen Anzahl yon Quadratwnrzeln aus dem ursprtin^chen 
Bereiohe hergeleitet werdefn kann, dem die gegebenen Daten entnom- 
men sind. 

Dies wenden wir auf die Konstruktion der regul&ren Yielecke an 
und erkeimen: Nur dann und stets dann, wenn die LSsung der 
Kreisteilung ftlr die n*^ Einheitswurzeln duroh die Ldsung 
einer Kette quadratischer Gleiohnngen mSglioh ist, l&Bt 
sioh die Konstruktion des regularen n-Eoks alleih duroh 
Zirkel und Lineal bewerkstelligeu. 


Die BiehsehnrTeilwng des Kreiaes 
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Naoh dem vorigen Paragraplien reiclit es aiis, die Zaibl n duroli 
die Potenz p" eiuer Primzalil zu ersetzen. 

§ 135. Wir gehen ntm zu der LSsung der Gleicliuug 

(1) -I h«® + ®+l""0 

dber, unter der Annahme, dafi p eine Prirazahl sei. Um von voin- 
hereiu die Ziele unserer theoretisclien Untersuohungen keuntlicli za 
maoheu, woUen wir zwei Beispiele behaudelzi, p — > 17 und p »■ 19. 

I. Wir verstehen zunachat outer co eiue primitiye 17*® Binheits- 

wurzel, etwa cos ^ * sin ^ j sind aamtliche Wurzeln von 

^ 3.16 _j -f- a;* + -» + 1 -=» 0 

gegeben dorcb die Beibe der Potenzeu 

(o, fl)*, (D®, 0)*, (D®, . . a>^*, ©“ a>^\ 

Aub ihuen bilden wir zwei Summeu solcber Potenzeu vou co 

f2) “* + 03 “ + + ®®; 

,% «=* CD® + + CD® -f- ®'®; 

die BO beschaffeu siud, dafi jedes Glied das Quadrat des vorhergeheudeu, 
and dafi das erete Glied das Quadrat des letzteu ist (outer B^oksich- 
tigung des Umstaudes, dafi ■« 1 wird). Wir bereohueu die Eoeffi- 
zienteu der quadratisohen Gleiobuug, dereu Wurzeln tjq' und % sind, 
and finden zunacbst 

'’yo + ‘ 7 i "• ® + + ®” + • • • -f cD^® — — 1 ; 

multipliziereu wir feruer die einzeluen Buxnmanden von mit den 
einzelnen von so ergibt sich 

Vo-Vi^HVo + Vi)^-4:, 

und die gesuobte Gleiobung wird 

(v-Vo)(v-’Vi)'^V^ + V-4>^0. 

Daraus folgt f£lr die Wurzeln iJq und % der Wert 

-l±Vi7 . 

2 » 

es ist nur nooli zweifelbaft, wie die Werte und i/j siob den Wur^ 
zeln znordnen. Das erledigt siob so: es ist 

CD H(- (D^® 3 cos ~ , CD* -j. ©“ «■ 2 COB CD* - 1 - ®^“ *" 2 cos ~ , 

CD® + ®* — 2 COB ~ ; 

XTettoi iilgobm 'll. 
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m® + — 2 cos ^ , 03® + “• — 2 cos Yj- ; 03® 4- — — 2 cos ~ , 

«,> + 0)“ 2cob|^; 

nnd darauB erkennt man, dafi rij. eine reelle, wesentlioh negative Grofie 
iat'j denn es ist ja 

et / ®* o/ 6*. 7 jt\ 

11 , 2 (cos -J^-COS - 2 (OOB -jj + cos -J^j , 

xind es wird 

n\ « -i+yn „ - 1 -V^ 

(o) % ^ > Vl 2 


Wir bilden nxm weiter ans den Potenzen der a die vier Summon 

. . I V ■“ ® — ©® + ©“4- 4- o“, 

die BO bescbaiffen sind, dafi jedes Glied die vierte Potenz des vorber- 
gebenden, nnd dafi das erste Glied die vierte Potenz des letzten ist. 
Wir berecbnen bier wieder die Koefilzienten der quadratisoben Glei- 
obung mit den Wuxzeln tjq' nnd nnd der mit den Wurzeln rji' luid 
i;g' und finden zniuiobBt 

weiter dnrcb‘ Mnltiplikation der znsammengebOrigen 37' 

Vo-Va'^-^, Vi'Vn’^-^; 


und darauB 


I (V — VoOCv - Vs) — — 1 - 0; 

I (V - VtKv — VbI — 


TJm die ricbtige Yerteilung der Torzeioben zu erlangen, betraobten 
wir die oben angegebenen Werte der ©“ 4 - ans ( 4 ) und erkennen, 
dafi und ij/ positive Werte baben. Also wird 



Endlicb zerlegen wir in die Summe der beiden Teilsummen 
«— © + ©“ und ijg" ■■ ©^ 4* 
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Daraus ergibt sich 

j j V, V' • %" « 1?; 

nnd daher 

( 6 ) (i? “ O (v - %") - 1 ?* - + vl, 

also 

und, da rj,," > iy," iat, 


" fh' I 1 Ao* ^ :2!L __ lAo* _ « ' 

1?0 -i" + K"r ”* » «?* “ a r- |/-i- - • 

Ein letzter Sohriti: fQhrt tins zur endgOltigen Ldeung der G-lei- 
chtmg 16**“ Grades (1). Da namlioli 

flj + a)i® -s und CO • «» 1 

iat, BO liefert die Gleichung zweiten Grades 


( 7 ) 

als Wtirzeln 


— 


V'- + 1 = 0 




die beiden Grdfien ta und und da die imagiuare Eoordinate von 
(D — « cos i sm ^ positiv, dagegen die von ccr^ — cos + » sin ' 

negatiy ist, so ergibt sicb ^ BobluBresnltat 

(8) + .«^Sf-yv2'~l. 

Um die fOr die Eonatruktion des reguliiren Siebzebneoks aus- 
reiohende Summe (d + <d~^ zu dnden, ist die folgende Eette von Wur- 
zeln quadratisoher Gleicbungen zu bilden 

2o7o“yi7-l, ~2,,-l/rf + l, 

2i7o'“ ’?o + yV + ^> Vi + + 

^Vo" - 2 (o + £D-i) - i7o' + VS* ~ 

Das regulare Siebzebneok ist also geometrisob konstrnierbar 
unter Yerwendnng allein von Zirkel und Lineal. 

Es mSge nocb darauf aufmerkaam gemacbt werden^ dafi die Auf^ 
loBung der zweiten Gleiobung in (6) nicbt notwendig isi^ da, wie durob 
Ausreobnnng gezeigt warden kann, 

V,' 

V “ '»7i® + ’Zi* + 6 V ~ 1 

wird. 

' 11 * . . 
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§ 136 . 11 . Wir komnien zmn z-weiten Beispiele jp — 19 , imd 
setzen jetzt 

fiw , . . Srt rc 2sri 

dann sind aUe primitiyeiL 19 *^ Einheits-vrurzelii durch die Potenzeu 
von coj d. h. dnrch 


<0, car. CO", of 


CD^ 


bestiiQint. Hiermit bilden wir die Sammen 

( 9 ) I 17o — ® + OO'^ + CD® -f <d”+ CD^^+ CD® + CD®, 

^ ^ 1 + ®“+ ®“+ ro“+ CD^®^-1- CD® + ©“+ 0)“, 

die so besoliaffen siad, dafi jeder Sammaud die vierte Potenz des ilim 
Torbergebenden imd der erste die vierte Potenz des letzten wird (nnter 
BerHoksicbtignng von m^® — 1). Wir sncben die Koeffizienten der 
qnadratiscben Gleiobung 

(V - Vo)iv - ‘» 7 i) "I?* - {Vq + Vi)v + Vi " 0 
auf imd bnden ftlr sie dnrob direkte Bereobnung ans (9) 

Vo-\-Vi 1| i7o’yi = 9 + 4 (i?o + i?i)-9~4-6. 

Also bat die Gleiobung 

(10) 12 4. 5 — 0 

als Wurzeln tjq tmd was wir so sdbreiben 

«z±±vEl£ 

Vo,t 2 

Um den Wurzeln 1 ^ die Zeicben +, — riobtig znznordnen, be- 
traobten wir die imaginSre Koordinate von i^oJ diese wird wegen der 
ersicbtliohen TJngleicbnng 

[ • 4B , . 2» 89 K . 4,7t .4 6a .Bn 

““15 + “* 19 - IB - ™ 19 + ““!» - ““ Ti- 

I • 7 a , . 8a , 

... + 9 m^ + Bm^ + Bm^J>0 


positiv, so dafi siob ergibt 


-i+yisi ^ 

2 > ’?! 


1 — yio» 
2 


Weiter zerlegen wir 17^ und 17^ in je drei Partialsnnunen 
170' — 09 + 00’ + 0“ 17,' — 0* + 0*^4 0® , 

(12) '17/ — 0* + 0® + 0® , 97/ B* 0)8 4 (d*®4 0^*, 

17,' a- 0^4 0^4 0)® , mm 0)^®4 0^4 
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nnd beredmen die elementaren symmetrisoben Funktionen der 17/, 17^', 
17,' und die der 173^, 174', namlicb 

V + ’ 2 /%' + — 1 + ’yo# 

VoViVa l+’ii; 

V» + ’7*' + ’’te" " Vu + ViVt + %Vd “ — ! + 

VtV^'VB 1 + i/o- 

Daxaus folgt 

(m I ^ ^ • ->7® + (^70 - 1)’? + (1 — ’7i); 

^ ^ I (i 7 --‘» 780 (i 7 '“^ 40 (’ 7--’760 - V^— '> 7 i-’ 7 * + - 1)’7 + (!-■%); 

und die Anflosung der Gleiobmigen, die dnrcb das NuUsetzen dieser 
beiden Ansdrflcke ( 18 ) entsteben, liefert die secbs GrSfien ijg. Es sind 
dies zwei Gleicbungen diitten Gkrades. Die Znordnnng ibrer Wurzeln 
zu den Werfcen yjq, rji, 17/ bzw. zu 77/, 173' gescbiebt dnrcb Be- 
tracbtnng der reellen Teile der rfj deren Halften fUr das erste Tripel 
der 97' gleicb 

Sa 6 ^ 89 s Sst t9t *I9S 

( 13 al • , , « 

OiHe 


On . An 
COS^ + COS-ry 


9n 

OOS^ 


sinA Man siebt sofoxt, daB der zweite dieser Ansdracke negativ, der 
diitte dagegen positiv ist. Femer zeigfc die Relation zwiscbeu den 
Rosinns 

OOB -jf + OOB + cos -jj- > POS ^ + COB ^ + 008 , 

dafi der erste der Ansdrtlcke (18 a) grSfier als der zweite ist, also 
zwiscben diesem Ansdrnck nnd dem dritten liegt. Dadnrob wird die 
Znordnnng der Wnrzeln von 

( 18 b) 97® - 97 oi 7 > + (970 — 1)1? + (1 —170) - 0 

zn den ersten drei Werten ( 12 ) nnzweidentig bestimmt; nnd Sbnlicbes 
gilt far das zweite Tripel in ( 12 ). 

Weiter sind die Snmraanden yon 97^' die Wnrzeln von 

( 14 ) (97 — 09 ^) (97 — 0)’^ (97 — a)i‘) »- 97® — 97o'97* + 97/17 — 1 — 0 , 

nnd danacb bat es den Anscbein^ als ob fdr die Berecbnnng der EoefGl- 
zienten dieser Gleiobnng anfier der Ldsung von (13 b) noob die Von 

( 18 c) i 7 ®“-‘» 7 i’ 7 ® + (’ 7 i — 1)’7 + ( 1“%)'^0 

notig w&re; es wird aber in der allgemeinen Bebandlnng der Ereis- 
teilungsgleiobnng gezeigt werden; daB 97/ als ganze FniUon von 97/ 
mit konstanten EoefiSzienten darstellbar ist^ 
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Die AuflAsimg you (14) Uefert a. Znr Bestimmung dieser GraBe 
branchen wir also die Ldsung einer Gleiobung zweitea mid zweier 
Gleichangen drittezL Grades. 

Die Anfeinanderfolge in den Graden der zn losenden Hilfsglei- 
chnngen ist dabei willkflrlicb. So batte die Verfceilnng der Potenzen 
Ton CO in die Summen 

— c + co“ + 0)“ + fl3“ + 4- Vi . " ffl®+ ©“ + m®+ ©“+ ©S 

lyg a- (D® 4“ ©* + ©^"^ 4~ 4- 4" ®* 

imd dieser dann in 

— © 4- Vi “ ®“4- ®’^ , Vi “ ®^H ®®, 

Vt " ®‘®+ ®® } Ve — ®“ 4- ®“; Vs — ®“4- ®^; 

1/j' « ©® 4- ©“, % — ©“ 4- ©“, riQ => ©^’4- ®® 

znerst die LSsung zweier Gleichnngen dritten nnd dann einer soloben 
zweiten Grades gefordert. 

§ 187. Wir geben jetzt, nacb der Bebandlong dieser Beispiele, 
die nuB anf die allgemeinen B.esnltate vorbereiten soUten, zn der 
Tbeorie der Kreiateilung filr eine wiUJbdrlicbe Primzahl jp tlber, wie 
GanB sie festgelegt bat. 

Aus der Zablentbeorie ist nns bekannt, dafi es ftbr jede Prim- 
zabl p ganze Zablen g von der Bescbaffenbeit gibt^ dafi die kleinsten 
positiyen Eeste bei den Diyisionen der Glieder yon 

(IB) g\ g^, g^ • . g^-^ g^-^ 

dnrob p als Diyisor, yon ibrer Iteibenfolge abgeseben, mit den Zablen 
1, 2, 3, . . ., j)— 2, jp — 1 tlbereinstinmien. Daber bat die Beibe (16) 
die gleioben Elemente wie 

+ *iJP4-2, *,|)4-3, ..., Xj,_,j)4-(jP-2), Xj,^iP + (p-l), 

wenn jedes die grSfite positiye ganze Zabl bedentet, die in (p“:p) 
entbalten ist. Da es nnn bei den Potenzen der Embeitswnizel © keine 
WeriSndemng beryormft, wenn man zn den Exponenten noch be- 
Uebige Yielfadbe yon p binzufagt, so folgt, dafi die beiden B«iben 
yon je (p — 1) Gliedem 

(d\ ©*, ©*, . . ., ©*’"*, coP-^ nnd co^^, co*'*, ©^*; . . ,, w®*’*'* co^”^ 

bis anf die Bteibenfolge der Glieder, die yersobieden sein wird, doob 
in ih^ Gesamtbeit miteinander tlberemstimmen. Um die Scbreibweise 
zn erleiobtem, bezeicbnen wir, wie Ganfi es tnl^ 
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Danaoli kSnneii wir die (j?-—!) Wurzeln a>“ auoh in der, wichidge 
Yorztlge bietenden Anordnimg 

(16) _ M, M, [/], • • [>'-*]. D?'-*] 

sehreiben. 

Wir zerlegen jetzt die Zahl (p — l) in die beiden Faktoren e 
tind f, so dafi (jp — l)’^e'f ist, nebmen fdr X eine beliebige ganze 
positive Zabl, setzen dann das Aggregat 

(17) M + + [lg>q + . . . + =. (/; i), 

bezeicbnen diese Snmme als eine f-gliedrige Feriode nnd die 
Smnmanden auf der linken Seite als ibre Elemente. 1st A 0 oder 
ein Yielfacbes von Pj dann nimmt (17) den Zablenwert f an; es soil 
in diesem Falle (17) eine nneigentliobe Feriode beiBen. Yon 
eigentlioben j^-gbedrigen Ferioden gibt es e, namliob fdr X <— g\ 
9‘i A ■■ 618 Aggregate 


(18) 


( M + ly+T + + • • • + [?<'-’)•+*] “ if, 9), 

OT 4- [9*+*] + 07’*+*] + • • • + [^-'>“+1 - if, f). 


M+M +1>*'1 +■•• + [/'] -if, of)-, 

dafi keiae anderen mSgliob sind, ersiebt man aus der G-leicbimg 




§ 138* Wir bescb&jfbigen uns zunbobst mit den wiobtigsten Eigen- 
sobaffcen der Ferioden (17) von f Q-bedema 

L Haben zwei /‘-gliedrige Ferioden auob nur ein Ele- 
ment gemeinsam, so Bind sie einander identisob gleicb. Das 
ist klar; ebenso 

n. Es ist 

(19) (/> + (/*> ^“) + • * • 4- (/> ^) “ — 1* 

ni. Ersetzt man in den Ferioden (18) die Wnrzel to “■[!] 
dnrob die- Wnrzel ©*' — [5'], dann verscbieben sicb die e Fe- 
rioden (18) 

(f,9), (f,Sf), r; 

nntereinander zyklisob. Denn jedes Element [^] gebt dadnrob 
in fiber. Hieraus folgt, dafi, wexin man die Einbeitsmirzel to 

durcb \jf\ ersetzt, alle Ferioden (18) einzeln nngeindert bleiben. 
lY. Alle Ferioden baben versobiedene Zablenwerte. 
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Denn aus der Eelatioii {f, g°‘) — (/", wtlrde folgen, dafi eine 
Gleichung 

fl)«' fljo" -j- ... o= (D/S' oj/s" ^ . (0 < <jp) 

bestelit, in der die Ezponenten samtlioli imtereinandei yer8o]iiedei]i 
Bind (nadh I) nnd zwisdhen 0 nnd p liegen. Dividiert maa beide Seiten 
duroli CO, so gelangt man zu einer BestimmnngsgleicliTmg fOr co von 
ftiTiflTTi Grade < (jp — 1). Das widerspridit der Iixeduktibilitfit der Ereis^ 
teilnngsgleicTmng (S. 167, § 132). Im Falle, dafi eine der Perioden 
imeigentiiab ist, d. L dafi (f, p“) «=- (/*, 0), ersetzfc man die reohte 

Seite dnroli das Produkt — /‘•(co -i- (d*H f- co**”^) nnd macbt dann die 

gleidben Sobltlsse wie Boeben. 

y. Jede ganze ganzzalilige Funktion h((o) von co, die nn- 
geandert bleibt, wenn man in ihr to «- [1] durcli \g\ erBetzt, 
kat einen ganzzakligen Wert. Eb Bei dieBe Funktion yon to ge> 
geben dnrch 

fc(<D) - <% + Ci[l] + «,!>] + + • • • + "piy"*]! 

dfiTiTi ist naoh der Yoranssetznng, wenn man [1] durcb \g\, also jedes 
[^] dnrch ersetzt, 

A(cd) - c\, + cM + + • • • + c,[l]; 

darauB folgt dnrch Gleiohsetzung der rechten Seiten der beiden letzten 
Gleichnngen 

(<h-Cp)El] + + (c«--Cb)[p*] + 0. 

Anf Grand der tTberlegungen in lY Bind alle Koefdzienten dieser 
Gleiohnng NuU, also ist 

Cl " A ^ “ * • • “ Cp; 

nnd daher wird 

h(a)) — <\) + <h(W + b] + [^*] H H ^ — Cj, 

d. L wie behanptet war: h(od) ist eine ganzzahlige Eonstante. 

YI. Jede ganze ganzzahlige symmetrische Funktion der 
Perioden (18) hat einen ganzzahligen Wert. Wir ersetzen 
in dieser Fnnl^on co » [1] dnrch co — [p]; dabei yerschieben sich 
nach HE die Perioden zykliBch; die yorgelegte symmetrische Fnnk> 
tion ^dert sidh also nioht nnd hat nach Y einen ganzzahligen kon-' 
stanten Wert. 

YU. Jede ganze ganzzahlige Funktion yon oo, die sich 
nioht andert, wenn man in ihr co •=• [1] dnrch ersetzt, ist 
eine lineare ganzzahlige Funktion der Perioden (18), Es sel 
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K<») “ <% + (!,[1] + e,\s'-'\ + 1- 0,+,[^ + «.+.[>'+*] + ••• 

+ Wi [»*'] + ■• ■ 

die Yorgelegte Fnnktion; dann iat, wenn man a — [1] dmroh £d — 
ersetzt, nach der Yoransaetzung auoh 

ft(a)) - <^ + ei\f\ + H + + e.+sb*"*'*] H 

+ Oj.+it/'l + • • • • 

Daraua folgt dnroh G-leichsetznng der rechten Seiten der l)eideu letzten 
Gleioliuiigen 

0 «» («! — + + (Cj, + • • ■ H" (c«+i — ^)[^] 

Nach den tTberlegnngeu in lY sind aJle Eoeffizienten dieser Glei- 
ohnng also ist 

^ “ ®« + l “ ^«+l — •••*= <>(/-l)e + Lf 
^ + 8 “■ ^* + 8 C(^_i)a4.8» 

und deswegen 

- Co + Ci([l] + W + !>*•] + • • 0 + CaCM + |>+T 

- Cb + 

Vm Das Prodnkt zweier Perioden (18) ist eine ganz- 
zahlige lineare bomogene Fnnktion aller e eigentliohen Fe- 
rioden nnd der einen nneigentlichen Periode. Wir nehmen 
als beide Faktoren eines Produktes die beiden Perioden 

(A - W + + • • • + 

(A rt - 1>] + \pg^ + + ; • • + 

nnd bilden znerst das Prodnkt je zweier nntereinander stebender Snin- 
inanden der reobten Seiten. Das gibt 

[1 + ^] + [(1 + + [(1 -|- + •••"■ (A ^ + rt* 

Dann mnltiplizieren wir das erste Glied ron (/*, 1) mit dem zweiten 
von (fj fi); das zweite von (/", X) mit dem dritten von (/", [i), nsw. bis 
znm letzten Gliede von (f, X), welobes mit dem ersten von (A ;*) zn 
mnltiplizieren ist. Dabei erbMt man die Summe 

[X + + g>g')9^ + [(^ + X 
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Weiter multiplizieren wir das erste Glied von (f, A) mit dem dritten 
von (f, fi) nsw. So ergibt sioli als SclilnBresultat 

if, m, (*) - (/: A + /*) + if, i + PS*) + if, i + • • • 

+(f, 

und dadnroli ist der Satz YllI bewiesen. 

Aub ihm folgt, dafi jede ganze ganzzahlige Funktion der 
Perioden (18) als ganzzahlige lineare Funktion derselben 
darstellbar ist. 

IX. Dio e Perioden (18) Bind die Wurzeln einer irreduk- 
tiblen Qleiohung Grades 

(18a) J?(s)=-jg(* + 7iiS*"'^4- !-?*(, 

-(<'-(/; 9)) {b - (f, (f)) • • • <r)) - 0, 

deren Koeffizienten ganze Zahleu Bind. Bis aiif die Behaup- 
tung der IrreduktibiHifit folgfc der Satz IX aus VI; die Irreduktibilitiit 
von S{fi) wird folgendennaBen bewiesen: 

Ist J?(s) zerlegbar, so soi derjenige irreduktible Faktor 

von B(ji)f der die Gx6fie 

“ {ff9) “ + . . . 

zum Wurzel hat; dann h&tte die Gleichung in t Unbekannte 

•ffi (?'*+ + ■ • • + - 0 

die Wurzel g — m mit der irreduktiblen Gleichung (1), namlioh dor 
Xreisteilungsgleichung, gemeinsam; und wegen der Irreduktibilitat alle 
Wurzeln g - (o, a)> ro®, . . ©p-i oder g - \g\, |>>], [^»], . . 

Dann folgt, dafi .^(s) - 0 alle Perioden {f, g\ (/; g^, (f, /), . . (/^, 
die ja naoh IV voneinander verschieden sind, zu Wurzeln hat; also 
ist S'i(s) — d. h. jE — » 0 ist irroduktibel. 

X Jede Periode ist als gauze Funktion jeder an- 
deren eigentliohen Periode (/; A) darstellbar. Aus dem Sohlufi- 
satze des Beweises von VHI folgt; dafi man setzen kann 

ifi^y ^ o>qo + O'lfiif) 9^) + ^*) H 1- o>Qt(f} 9^) 

(p — 2; 3; . . ., fl — 1). 

Wir nehmen zu diesem Systems die beiden Gleiohungen hinzu 
0 - ttoo + %(/; + OoaCjT, 17®) + • . . + aj,,(/; p*), 

(/5 A) — Ojo + ^) + • • • + ttuifi f)) 
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in deren erster alle KoejEdzienten den Wert 1 lialien, walirend in 
der letzten alle yerscHwinden mit AnsBahme der zn dem Gliede 
(/5^) =• (f, 1) gehdrigen Oj,, der =» 1 zu aetzen ist. 

Wir fasaen die so erhaltenen e Gleiolimigen ala ein Unearea 
System mit den e Unbekannten (f,g), • • •, {f)0^ 3Daa iat 

ein unabliEngiges System; denn ware dies niobt so, donn kbnnte man 
e ganze Zahlen S',, . . finden, ftlr die 

M + • • • + + 2.-1 » 0 


w^; das widerspranhe aber dem Satze IX, demzufolge JSijs) irrednk- 
tibel ist. 

Ans der Unabliangigkeit der e Gleicbnngen folgt durcb AnflSsnng, 
dafi jede der recbta anf^etenden e Perioden ala ganze Funktion yon 
{fj X) darstellbar ist. Man kazm demnacb aetzen, wie bebanptet wnrde, 


(20) =. g) + p)» + • • • 

XI. Die Gleicbung (20) liefert bei zykliaober Vertan- 
sckung der Perioden (18) die Werte 

(20a) + + + 

ftir ft — 1, 2, 3, . . c— 1, e. Bonn aetzt man in (20) mit Btlcksiobt 
anf (16), (17), (18) 0 statt (d ein, so hat die entstehende Gleiohnng 
in « die Wnrzel js — o), daher naoh IX wegen der Irreduktibilit&t auoh 
— 03^, . . . . Mon kann deahalb in (20) o dnrch co’', . . . ersetzen 

nnd kommt dadurch anf (20 a). 

XII. Die f Glieder einer jeden der e Perioden (18) sind 
die Wnrzeln einer Gleiohnng, deren Xoeffizienten lineare 
ganzzahlige Fnnktionen dieser Perioden sind. Diese $ Glei- 
ohnngen lanten 


( 21 ) 


(*-[?’])(-»- [»'+’■])(*- 1>*‘+‘]) • • • (*-[>^-‘)'+‘]) - 0. 

(*-[W)('-l^+l)(*-[i?’‘+*]) • • • - 0, 


die Koefdzienten einer jeden dieser e Gleichnngen sind symmetriaohe 
Fnnktionen der Flemente der zngehorigen Perlode, &ndem sich also 
nioht, wenn man in ihnen ca — [1] dnrch \jg^ eraetzi Nach VII sind 
somit sfimtliche Eoefdzienten in (21) Ton der Form 

(21a) Cq + c^if, 2 ) + CiC/; 2 ") + • • • + cXf, 

in der die GbrSfien • '7 Zahlen bedenten. 

Dieaer Satz gibt ein treffendes Beispiel ftlr die in § 62, S. 63 
angestehten Betra^tungen tlber Bednktibllitat nnd hrrednktibililSi 
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Die Dleiolixiiig (1) ist in dem RationalitatsberdiclLe, der ledigUch 
ans den ration^en Zahlen gebildet wird, irrednktibel. Kinmit man 
dagegen. die e Perioden (18) oder, was gem^ X das gleicbe bewiikt, 
anch nur eine von ibnen zum Eationalii»tsbereiobe binzn, so wird (1) 
zerlegbar, derart^ dafi die Imken Seiten der Qleichungen (18) die ein- 
zelnen irrednktiblen Paktoren warden, in die das Polynom von (1) 
zerfaJlt. Die lireduktibilitat ergibt sick aus dem Satze: 

YTTT In dem Eationalitatsbereicbe, der ans den ratio- 
nalen Zablen nnd einer der /'-gliedrigen Perioden (18) ge- 
bildet wird, ist jede der GHeiobungen (21) irreduktibeL Ware 
z. B. die erste der GHeiobungen (21) zerlegbai*, nnd 3{g) der Teiler, 
der den Wurzelfaktor (« — j^]) entbSlt, so konnen wir nnter Anden- 
tnng des EationaJitatsbereicbes der Koeffizienten hinter dem Semikolon 

sohreiben. Setzt man nun sowobl in als in alien Perioden (/J 
if} S^)} * ■ ’ ^ ^} entstebt eine Gleicbnng in g mit ratio- 

nalen Koeffizienten, die die Wnxzel g = a nnd wegen der Irredukti- 
bilitSt der EjreisteiLnngsgleicbnng dann ancb die Wnrzeln 

g-W, ••• 

besiizi Daber ist ^eidbfalls 

(f. (f, «•+*).•• •> (f, »’*)) 

d. b. B(e) — 0 bat neban a — M anob die Wnrzebi 

Der iirednkiible Paktor H{g) f aUt sonaob mit dem Gleicbnngspolynom 
selbst zusanunen. Demnaob ist die erste nnd ebenso jede folgende der 
Gleiohnngen (18) irrednktibel. 

§ 189. Die abgeleiteten Eesnltate liefern die Ldsnng der Glei- 
obxmg (1) anf folgendem Wege: Man bestimme eine Wnrzel der 
Gleicbnng (21) Yom Grade e. Dann sind wegen E(g)^0 alle 
ibre Wnrzeln rational dnrcb diese eine darstellbar, nnd (1) 
zerfailt in die Gleicbungen (18). Bestimmt man eine Wnrzel 
von irgendeiner nnter diesen Gleicbungen f*^ Grades, so 
ist dies eine primitive Wnrzel von (1), nnd ibre Potenzen 
ergeben die ttbrigen Wnrzeln von (1). Hiermit ist der erste 
Sobritt znr Zerlegong der algebraisoben AnflSsung von (1) in ibre 
ein&cbsten Elemente geUefert, 

§ 140. Gesetzt, man kSnnte f weiter in zwei Paktoren zerlegen, 
dann bilden. wir die e , e' Perioden von f Elementen 
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i>‘] + • • • + iF'-‘)*‘'+‘] -(r,9), 

O'] +0"'+’] + ■ ■ • + -(r,A 


0*+'] + o*”'+‘+*] + • ■ • + o^-'i^+'+'i = 


0 **’] + 0 '"'] + ■ • • + 0 ''"'] - if, 5*0- 

Nattirlicli gelten you ihiien alle frtUier abgeleiteten, aof die Perioden (18) 
bezfigliolien Satze. Die neu anfzustell^den Tlieoreme bezieben sick 
nur anf den Znsammenhang zwisoben den Perioden (18) nnd (22) 
ontereinander. Die Gesamtbeit der Elemente von 
(/^, ^^ +*),..., (/^, < 7 <*'~^)*+“) gibt samtlicbe Elemente von 
dadnrob dafi ce « 1 , 2 , . . e gesetzt wird. 

Die Q-leiobungen e**“ Grades 

(28) >)•+«)) - 0 

(a-l,2,3,...,e) 

baben Koeffizienten, die linear nnd ganz.zablig dnrob die 
Perioden (14) ausdrflokbar sind. Denn diese Eoefdzienten sind 
symmetrisobe ganzzablige ISinlcfcionen der Perioden {ffg"), . . 
(jf', nnd da siob diese Perioden durcb die Ei^bnmg von 

lyi an Stelle von [ 1 ] nnr zykliscb vertansoben^ so bleiben die EoefE- 
zienten selbst bei dieser Substitution ungelindert. Also folgt nacb Yl 
die in (23) ansgesprocbene Eigenscbafb. 

Die Gleicbnngen (23) sind in dem ans den rationalen 
Zablen nnd den Perioden gebildeten Bationalit&tsbereiobe 
irrednktibeL Ware namlibb JB[(/i) der irrednktible Faktor des Glei- 
diuiigapolynoms, der den Wurzelfaktor (0 — • {f, p“)) entbalt, so bfitte 
enter Andeutung des BationalitStsbereiobes die Gleiobung mit der Un- 
bekannten 0 etwa 

die Wnrzel 0 — (fj 51 “); also gilt die Relation 

■H((r, if, 9 ), if,9^, ...)«« 0. 

Setzt man in ihr Uberail 0 statt co ein, so entstebt bieraus eine Glei- 
ebung, die mit (23) einS nnd daber alle Wnrzeln gememsam bat. Folg- 
licb wSre anob 

da die /'-gliedrigen Perioden siob niobt Endem, wenn man in ibnmi 
[1] dnrob [^] ersetzt. Demnacb batte JS(0) "• 0 anob die Wnr- 
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zeln das widerspridit aber einer j 

nahme der Bedii^bilitat yon (23). 


§ 141. Die bisber abgeleiteten Besnltate setzen tms in die Le 
jetzt den zweiten Teil der LdsnngByorsohrifb aus § 139, der die A 
ISsung einer Gleiobnng Grades forderte, weiter zn yereinfEMih 
1st die Gleicbnng (22) yom Grade e aufgel5st, nnd sind ( 
dnrob die Perioden (f,g^) bekannt geworden, so kann m 
diese in den Bationalitatsbereicb aufnebmen. Die e G1 
ebungen (23) des Grades ^ baben Koeffizienten, die dies 
erweiterten Bationalitatsbereicbe angebdren. Hat man ei 
der Gleicbtingen (23) aufgeldst, dann lassen srob alle e 
Perioden yon je f Gliedern rational darstellen, nnd < 
Ldsung einer Gleiobnng Grades yollendet die Ldsn 
yon (18). Hs sind demnaob die Wnrzeln einer Gleicbnng t 
einer soloben nnd einer soloben Grades zn 

stimmen. 

Hierdnrcb sind wir zn der naebstebenden yon C. Pr. Ganfi 
gebenen Losnngsyorsobrifb gelangt. Es sei, in seine Primfakto 
zerlegt, (f) — 1) — a • /3 • y • • • nnd es mSge 


a 







gesetzt werden. Dann yerteBen wir zuerst die (f> 1) Wnrzebi 

o*, . . in cc Perioden yon ;je a Gliedern; diese Glieder einz 
wieder in Perioden yon je b Gliedern usw. Die Anflosung ei 
Gleicbnng yom Grade a gibt nns die Werte der ersten et Period 
ja, man branebt sogar nnr eine der Wnrzeln der Gleicbnng, da i 
dnreb die eine rational darsteUbar sind. Dann sind die Eoe^ien 
aller a Gleicbnngen Grades bestimmt, yon denen die Perioi 
yon je b Gliedern abb§ng^. Von einer derselben sneben wir eine 
liebige Wurzel; dnrob diese kSnnen wir alle Perioden yon b Glied 
rational darstellen nnd dnrob sie die Eoeffizienten der ap Gleiobunj 

Grades, yon denen die a/Sy Perioden yon je o Gliedern abbSng 
nsf., bis die Operationen mit der Bestimmung einer Wnrzel einer G 
cbnng des Grades g ibreu Abseblufi bnden. 

§ 142. Es begt bei dieser LSsung nocb eine Scbwierigkeit i 
die ans Licbt gezogen nnd beseitigt werden mufi. 1st willkOrliob e 
primitiye Einbeitswnrzel als <o flxiert, etwa 



BO sind dadnrob zugleicb s&mtliobe Perioden bestimmt, wie (17) ze: 
Wenn man andererseits durcb AnsfObmng der dargelegten Ganfisol 
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Losungsmetliode auf eine /'-gliedrige Periode geftHut wird, so steht 
die Bestimmong dardber nocb aus, aof welcbe der e Perioden man 
dabei gekommen ist. Nun ist in lY gezeigt worden, dafi aUe diese 
Perioden yersobiedene Zablenwerte besitzen. Bereobnet man also mit 
Hilfe einer Tafel ftir die gouiometriscben Fnnktionen sSmtliobe Perioden 
et-w^a so weit; dafi die Yerscbiedenbeit ibrer Werte zutage tritt, dann 
liefert eine einfacbe Yergleichung mit dem Werte dee zn bestimmenden 
(ff a) die eindentige Feststellung yon a. — Die Behandlung der Bei- 
spiele jp ■» 17 nnd jp — i 19 (§ 136) zeigt dbiigens, dafi es zur Be- 
stimmung von a noob andere Wege gibi 


ZwSlftes Kapitel. 

ZyMische und reziproke Gleichimgen. 

§ 143. Es sei nnter 0(a!) eine rationale ganze Funktion yon x 
yerstanden. Setzt man in ibr 0(0:) fBr x ein, bildet man also 0\0(xy\f 
so werde dies mit 0^(x) bezeidbnet; ebenso setzen wir weiter in 
gleiober Art 

0[0^ixy\^0\x), 

BO dafi bier die oberen Indizes niobt als Potenzexponenten aufzn- 
fassen sind. 

Wir vyoUen die Gleichnngen «**“ Grades 

( 1 ) m-o 

beti’acbten, deren’ Wurzeln die » Grfifien 

( 2 ) %, 

sind, und bei denen 

(3) 9*(ai,) - *1 

sein soil, d. b. bei denen die Zablenwerte der beiden Seiten yon (3) tlber- 
einstimmen. Aus (3) folgt fttr jedes positiye ganzzablige h die Gleiobung 

(4) — 0*(x^. 

Gleicbungen, bei denen diese Yoraussetzungen siob yerwirklicben, 
beifien zjklisobe Gleiobungen. Zu ibnen gebSren die im yorigen 
Kapitel bebandelten Kreisteilimgsgleicbungen, denn fOr sie ist n^^jp — 1 
und 
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ferner gehSren zu ilmen die Periodengleidmngen Grades IX, S. 1' 
wie aus X und XI hervorgeHi Fttr sie gelten demnach die jetzt h 
zuleitendeiL Ilesnltate gleichfaUs. 

§ 144 . Yerstehen wir nun unter a eine primitive Wurzel ( 
Gleioliung 

( 5 ) - 1 - 0 , 

tlftTin Bind jetzt oUe Eiuheitswurzeln duxoh die n Glieder 

1; «; • • •» 

gegebem Hit ihnen bilden wir die n AuadrCLcke 

(6) + a»*d»(a;i) -!-••• + 

und untersucben die Anderung, die das Produkt 

(7) • Vjl"--* “(31 + + a“* 0*(a!i) + ■••)' 

(fl^ + a6{Xi) + H 

erleidet, wenn man in ibm durcb 6(a}j), also jedes 99(asi) dm 

Dabei gebt die reohte Seite der le4:zten Gleichung in 
+ a* e\aii) + a**0»(a^) + -..)• 

(eixj) + 4- ct^e\x^) + . . 

"c • 

(a0(a^) 4- a^O^iXi) 4- a»6^®(aJi) 4“ • • •)""* 

"=• a"" • 

6ber, dL L sie andert sidh niobt. Man kann ausfUbrlicher mit Angf 
dee Argnments bei den « sohreiben 

Wenn man bierin noobmals x^ durcb d(Xj) ersetzt, usw., donn fol 
wie aus den eokigen Xlammem ersicbtlicb ist, 

Demnadb wird jedes 

+ e.OT 

eine symmetrisobe Funktion der Wurzeln von (1), also rational in c 
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KoefHzienteii von (1) darstellbar, kaun demnach als bekazmt angesehen 
■werden. Wir bezeicbnen 

(9) (se-0, 

wo die rational in den Koeffizienten von f{x) nnd denen Ton d(x) 
sind. Insbesondere ist jPllr 9e •— 0 nnd x 1 

80 daB man dnroh Ansziehung einer Wnrzel ans einer bekannten 
GrSBe 2^ zu 

( 10 ) 


kommt, nnd dami welter rational durcb die GroBen 




41 8 j) 4) ^ O 


n-1 


darsteUen kann. Hierdurob ergibt sicb das System Ton Gleichungen 

+ ^(ab) + W -f- + • • • “ j 

+ a B(a}i) + a*6^{xj) + VA # 


Xi + ct*$(Xi) + (i^B*{Xj) + + 

+ c^O(xj) + a^$\x^) 4- a®d®(aji) + 


m, 


wenn man diese Gleiobnngen der Beibe naob mit den Potenzen der 
primitiyen Einbeitswurzel a 

1; a”*, a"®*; of"®*, . . ., (je*=0, 1,2, ...,n — 1) 

multipUziert nnd die n Produkte addiert, dann folgt 

(11) 9“(iri)-^[4 + a-*AyA + «-’'£,W+«-‘'-2i1^*+-" 

+ a- VA"^*]. 

Bedenkt man, daB die Potenzen yon a die Einbeitswurzeln 
sind, so kann man diese Potenzen in die »-deutigen Wnrzeln aus 
einbegreifen nnd sobreiben 

(12) ai ■- ■^[j^o+ + • * * 

+£.-i(yA)’"'], 

wo x^ jede »*• Einbeitswurzel yon (1) sein kann. 

n’etto: Algeluw .18 
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SSnneiL die Wurzeln einer algebraisolieii G-leichung 
Grades in der Form 

®i> • ■ •, 

dargestellt werden, wo 0{x) eine rationale Fnnktion yon x 
bedentet, fttr die 0"(a!i) wieder ^ wird, so ist die Glei- 
obnng durob Wnrzelausdrtloke l5sbar. 

§ 146. Wir woEen jetzt die Yoranssetzungen fiber (1) erweitem: 
(1) sei eine irrednktible Gleiobung, bei der zwisohen zwei Wurzeln 
x' und a?! eine rationale Beziebung bestebt, etwa 

(13) - 0(a^). 

Bemnaob ist 

-/'(«*,) - 0 , 

d. b. ist eine Wurzel der Gleiobung 

f{ex) - 0. 

Da diese mit der irreduktiblen Gleiobung (1) eine Wurzel gemein 
bat, so bat sie alle gemeinsam und insbesondere 6{x^j d. b. es ist 
identiscb 

Folgbob bat (1) auob die Wurzel X'^^ B^x^. Daraufbin beweist man 
in Sbulicber Art die Bristenz der Wurzel x — d®(a^) yon (1) usw. 
Allgemein; Jedes G-bed der Beibe 

(14) x^, d(i®i), fl«(a?i), ^(iCi), . . 0>‘(a^), . . . 

ist eine Wurzel yon (1). Da aber diese Beibe unendbob yiele Gbeder 
entbSlt, wiibrend (1) nur n Wurzeln' besitzt^ so mfissen gewisse 
Gleicbungen yon der Form 

B*+^(xi) — B^(xj^) 

gelten. Sobreiben wir diese Gleiobung in der Gestalt 

so seben wir, dafi die beiden Gleicbungen in y 
^^(y) — y und /“(y) — 0 

eine Wurzel, nambob y’^B^(Xj) gemeinsam baben; wegen der Irreduk* 
tibibtSit yon /“(y) » 0 bat dann B^(y) "■ y alle Wurzeln yon f(y) 0 
zu Wurzeln, insbesondere y mm d. b. es ist B^{x^ -■ x^. Also gibt 
es in (14) Gbeder, die dem ersten gleiob werden. Tritt dies beim 



Anordmmg der Wwredn in JPeriodm 


179 


Durohlaufen der BeiHe (14) von links naoh reohts zum ersl^en Male 
fOr A — m ein, dmm erkeimt man leioh^ dafi anch 

^(®i) — — • • • , (d — 0, 1, 2, w— 1) 

ist^ nnd daB die m Q-lieder 

(16) fl(a,), e\x;), . . ^-‘(aJi) 

alle nntereinander versohieden sind. 

Stellt (16) alle Wurzeln von (1) dar, d. lu ist w — dann wird 
(1) eine zyUisclie Gleiohnng. 

1st jn<n, dfl-Tin gibt es Wurzeln a — aj, von (1), die in (16) 
niolit vorkommen. Wendet man auf genau die SoklBsse an, die 
von a; — jCt auf (16) geftUirt haben, so kommt man auf eine Beibe 

(16a) ^*(iCi), 

von lauter veisdhiedenen Wurzeln von (1), und es ist 

d®'(a?,) — a^. 

Wir jBnden «»'—«». Ware nSmlich etwa so folgt, da die 

beiden Gleicbungen 

f(Sf)^0 und d«'(y)-y-0 

die Wurzel y — a:^ gemeinsam baben, und da f(j/) iixeduktibel ist, 
daB aucb 

/■(a^ — 0 und ^'(a^) — a^ — 0 (»n'<w) 

isi Die letzte Gleiobung stebt aber im Widerepmob zn (16). Also 
ist w' — w. Im FaJle m^m' maoben wir abnliobe Sohltisse. Wir er- 
kennen: 1st so kann man die Wurzeln von (1) in 

g Zeilen einordnen 

( xi, e*(c^, . . 


wobei jede Wurzel von (1) einmal und nur einmal auftritt. 
Die letzte Bebanptung ist no(^ zu beweisen; das gescbiebt so: WBre 
etwa 

6<*Xi — Ofix^f 

so kSnnte daraus die Belation 

9-fi+»x^ -.a;, 

ersdblossen werden, d. b. a^ k&ne sobon unter dw Gliedexn der Beibe 
a?!, Bx^, 6^x^, ...yd^^^Xi 
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TOT. Das aber worde atLsgescHossen, uud damit ist die Biclitigkeit 
dex Belianpiniiig dargetan. 

§ 146. Betsst man mm, der Anordmmg (16) der Wuizeln ent- 
spreohend, 

0*®i) . . . {0-6”^-%) - 9Ji(s), 

(17) («-«>)(«- - 9>W, 

(0-x^)(0-ex;}(0-d^Xg ) . . . (0-6”^-^) - (p^(0), 

so Bind die g Gleidinngen in 0 

g)„(^)-0 («-l,2,3,...,f)i) 

zymsch, nnd es wixd sem 

/■(»)“ 9iW9>jW-**9>^W* 

Anf diese Zerlegnng TroUen mr n^er eingeHen. 

Es sei yj^ irgendeine ganze symmetrische Funktion von 2 ^, Ox^, 
d*a!i, dann wird 

Vi — ^(aJi) — ^(^%) — ^(®*ai) — • • • “ ^(d®"^a^). 

Bezeicknet man mit y^, y^, . • die Werte, die y^ annimmt, wenn 
man in y^ die Wurzel afi dnrch ajj,, . , x^ ersetefc, so -findei man 
entapxechend die Belationen 

y, — ^(*i) — if^OaSs) — V'(^®i) — • • • - V'(^""^a:,) 


nnd darans 

yi + y. + • • ■ + y, - s 


0,1, 1\ 
,/3-l,2,...,y 


wobei die reobte Seite symmetrisob in den Wnrzeln Ton (1), also 
rational in deren Eoefdzienten dargesteUt werden kann. In ^eicher 
Weise finden wir fOr ein beliebiges ganzzahliges X akr Exponenten 


yiH yaH * • • + !// 






.,w~l\ 

J 


Es sind also die WnrzelpotenzsTimmen nnd damit die Koeffizienten 
der Gleicbung 


(18) (y-yi)(y-y,) • • • (y-y,) sy'- aiy''-‘H- • • • ± 0 


rational bekannt. Man konn daber jede ganze rationale Fnnktion Ton 
(9*a^, . . ., mit Hilfe einer Gleiohung (18) Tom Grade g 

bestimmen, nnd welter dann jede der Gx5Ben Bx^^, d^x^j ..., 
mit EHfe einer Gleiohnng (17) Tom Grade m. 
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Die LSsniig von (1) des Gb^des n<^in’g ist dsunit znrtlokgefiihTt 
anf die einer ^zaihl Ton GHeichungen xmd Gbades. 

H. K Abel, Ton dem diese Untersucbungen stammen, bat das 
ResiiLtat noob weiter prazisiert. Er zeigt, daB es gentlgt, eine 
Gleiobiing g'^ und g Gleicbimgen Grades zu Idsen, um aUe Wnr- 
zeln yon (1) zn b^immen. Hieranf kSnnen wb aber nicbt naber 
eingeben. 

§ 147. Ein einfaobes Beispiel fdr die in den letzten Para^pben 
besproobenen Yerbaltnisse liefem die sogenaanten reziproken Glei- 
cbungen. Wir nennen eine Gleiobung F{p) 0 reziprok, wenn 

mit jeder Wurzel gleicbzeitig ibr reziproker Wert ^ eine 

w * 

Wurzel der GHeiohnng wird. 

Im aUgemeinen werden die Werte nnd ~ voneinander yer- 
scbieden sein; es kann aber auob 

flir 

die aufgestellte Bedingung befriedigen. Yon diesen Wnrzeln + 1 
— 1 seben wir nun zunacbst ab; dann kann jeder Wurzel yon 
F{x) — 0 eine yon yerscbiedene Wurzel zugeordnet werden, fbr 

die aJi • a?, — 1 ist, oder auob • 

Ist nun 

J’(aj) s oj^aj* -1- aia!"-^+ h — 0, 

so wird 

s -f- H 1- + a^x + ao « 0 

die gleiobe Gleiobung sein wie F(x) — 0, und daraus flieBt durob 
Yer^eiobung entspreobender Eoeffizienten . 


^ a>.-i „ q*t-« — ,, — **0 

Oft fll 0^ 1 ^ 

Bezeiobnet man den gemeinsamen Wert dieser BrtLcbe mit so er- 
gibt sicb 

und entweder 

— Aq, — Oj, a„_j ^ ■“ ®x; 


®ii " ®0? ' ®«— i ®1; " '®S; * * •? ^H'^x ®x* 
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DementBprechend folgt entweder 

ao(af + l) + ^ + a!) + a, («!"-> + a?*) H 0 

Oder 

ao(aJ"~l) + — ») + a, («"“•> — »>) ^ — 0. 

Die zweite dieser beiden Formeu lafit die Wurzel x^l zu; toil 
dieser Wnizel batten w aber die reziproke Gleiohimg JF — 0 yon 
Tornberein befireit. Es bleibt also nnr die erste der beiden Foimen 
zurtick. In ibr kSnnen wir n « 2v setzen, da die Wnizebi in Paaren 
zu je zwei angeordnet warden kdnnen. Dividiert man die entstebende 
Gleiobung durdb af, so ergibt siob 

(19) <h,(f+^) + + “>(‘^"* + 5^) + • • • - 0- 

Diese Form laBt siob durob eine nabeliegende Transformation stark 
verein&oben. Wir fObren eine nene Unbekannte y ein, die mit x 
dnrob 

(20) y-a + l, 

Oder, was dasselbe besagt^ dnrob 

(20a) ^ 

yerbxmden ist. Die Potenziening von (20) oder die Benntznng der 
einiaob zn beweisenden Bekursionsformd 

liefert dann die Beibe der Qleicbungen 

- y* - 2, 

- y" - 3y, 

^ - 4y* + 2, 

- 5j^ + 6y, 

a® + -It “ y* - + 9y» - 2; 


Ftlbrt man die Werte der recbten Seiten in (19) ein, so yerwandelt 
siob diese Gleiobung yom Grade 2v in x in eine solobe vom Grade v 
in y unter Hinznnabme einer quadratisohen Gleiobung ftlr x. 
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§ 14:8. Die im Torigen Paragraplien eisgeftthxte GirSfie 


hat einen der heiden Werte +1, — 1. 

Die Annahme (> « + 1 ut im ToranfgeheiLdeii behandelt imd er- 
ledJgt worden; sie liefeit die reziproken Q-leiohnngen in der Form 

+ • • • + €tiX^+ — 0. 

Die Annahme p — — 1 l&fit sioh leioht behandeln; sie fCLhrt auf 
die Form 

®o®"+ a^x*— aiX^-— Oj, — 0 

und ergibt die Existenz einer Wurzel a; <— 1. 


Dreizehntes Eapitel. 

Snbstitatioiieiisrappeii. FniiMioneiigattiuigen. 

§ 149. Die im nennten Eapitel gegebene Behandlnng der ein> 
und der zweiwertigen Funktionen yon n unbestimmten GxQfien x^,. 
Xff . fahrt imgezwnngen auf die Frage naoh den meknyertigen 
Funktionen dieser QxSfien und lUfit sohon von yomherein vermuten, 
dafi sie fOr die Theorie der algebraisohen Gleiobungen von Kutzen 
sein werden. 

Eine ganze rationale Funktion 9 ’i(aa> • • v ii’O GrSfien x^^j 

a?,, heifit p-wertig, wenn die nl Permntationen der GrBflen 

Xf, x^im ganzen p yoneinander yerschiedene Werte 9 ?,, • • 9 ^^ 
auB 9 ^ heryorrufen. Bezeicbnen wir also den 'Ohergang yon der natfir- 
lichen Anordnung x^, Xg, ...,x^ zu der Permutation x^^, a;^, durch 

das Symbol 

(U /»!. *1. «».•••» ®»V 

\Xf^, Xf^f Xi^j . . Xf^J 

und nennen Sf eine Substitution deir Elemente x„, so gibt es Sub- 
stitutionen, die in g)j^, solohe, die q>^ in. q>^, . . endlioh in qt^ 
tlberfflhren. Bemerkenswert ist ^e identisohe Substitution 


/^t; fli, Ob, • • 

U; - -7 ' 


die sioh daduroh auszeiohnet, dafi jedes x^ an seinem Platze bleibt. 
Wir bezeicbnen gelegentlich Sq — 1. 
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"§ 160. Bb ist klar, dafi die Blemente der oberen Zeile der 
Substitution (1) beliebig angeordnet werdeu konnen, obne daB die 
Substitution gefindert wird, falls nur unter jedem das stebi^ 
durob das naoh (1) das Element Xg zu ersetzen ist. Bilden dso h^, 
eine willktlrlicbe Permutation der Zahlen 1, 2, 3, n, 
so kann man statt (1) auob schreiben 


V®v 


Ist ein Xf gleicb dem in (1) oder (la) dardber stebenden IbBt 
also die Permutation das Element an seiner bisberigen SteUe, dann 
brauebt die aus beiden Elementen bestebende Spalte nicbt in das 
Symbol der Substitution aufgenommen zu werden; es ist daher z. B. 


/a^, x^, Xif a?A ^ /ffi, a^, xA 
U>, a?*, iCs* ®i/ ®i/ 


Nattlrlicb ist dies aber nur dann angangig, wenn die Blemente der 
Substitution bereits anderweitig festgelegt sind. 

LSBt Sf auf x^ folgen ajj, auf x,, femer a?, usf., auf weiter x^ 
und auf x^ endUob wieder x^ (was ja einmal vorkommen muB), so 
kSnnen wir diese Blemente (la) nacb dem soeben Besproobenen so 
anoirdnen: 


SSb, • • •; »/> • • A 

Wj; ^g> ^af * • 


Da die angegebenen Blemente x^j a;^, . . Xj,, x^ nicbt weiter in 8^ 
Torkommen, so kann man sie Ton den Bbrigen abtrennen und sie fBr 
sicb in eine Klammer soblieBen 


/aJa; • • •» 
U; »o; • ‘ •; 


Man nennt (lb) einen Zyklus.und die Anzabl der in ibn eingebw- 
den X seine Ordnung. * 

Ein Zyklus yon der Ordnung 2 ist eine Transposition, 

Jede Substitution ist auf mannigMtige Art in Zyklen zerlegbar. 
So bat man z. B., wenn man der Bequemliobkeit balber nur die In- 
dizes der x bmsobreibt, also statt x^ nur a, die Darstellungen 

(X, 2, 3, i, 6, 6, 7, 8, 9, 0\ ' (X, 4, 9, &\(i, 6, 8\/8, 0V7\ 

\4, 6, 0, 9, 1, 8, 7, 3, 6,. §/ V4, 9, 6, 1 / ^ 8, 2/ \0, 8 / \V 

_ (X, i, 9, 6\ /O, 8\ /6. 8, 2\ _ /O, 8\ /S, 2, 6N /6, 1, 4, 9\ 

\4,9, 6, iA 3, 0^\8,2, 6/ . Vs, 0 A 3 , 6,8Al,49, 6/” '“' 


Sulstiiu^nmgrvppm 
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§ 151. Wir betrachteu nnn samtlidhe Substitutionen, unter deren 
Einfl^ eine beliebige yorgelegte Fnnktion tp (pi imgeSudert bleibt. 
Dies seien die Substitutionen 

(3) 8^j S|, Sj, . . 8y. 

Bildet man jetzt ^ zunacbst die za ( 8 ) ge- 

hSrige Substitatioii 8„ dnrcb imd dann in dem Lierbei erbaltenen Be- 
snltate ^ta zn (3) gebSrige Substiintion 8^j so bleibt bei 

beiden Operationen der Wert der BWktion 9 ) — nng^ndert. Ntm 
ist die Anfeinanderfolge zweier Snbstitntionen 


/a;i, ffg, \ ^ ajj,, 

W, X J ’ ^ W, X., 


wieder eine. Substitution, xumliob die folgeude 






die w als Produkt Ton 8a tmd 8^ bezeicbnen woUen.- Wir sobreiben 
das Besultat in der Form 




obwobl diese Bildung einer der wichtigsten Eigensobaffcen des Prodnktes 
gewSbnlioher Zahlen entbehrt, niunliob der, von der Stellung der 
Faktoren unabbangig zu sein. 

Aus dem zn Ajofang dieses Faragrapben (sfesagteu folgt, daB, wezm 
die beiden Substitutionen und 8^ zu den unter (3) gegebenen ge- 
bS^ren, die 971 -- 9 nicbt andem, auou ibr Produkt unter ( 8 ) yorkonuni 

Wir nennen jeden Kompleis; yon Substitutionen eine Substitu- 
tionengruppe, wenn er das Produkt je zweier in ibm auftretenden 
Substitutionen entbalt. Dabei kSnnen die beiden Faktoren auob ein- 
ander gleiob sein. 

Wir woUen bzw. aus (4) kUrzer durob blofie Indizesangabe 
bezeicbnen und sobreiben demnacb 


Fdr die identisobe Sub^tution (2) setzen wir, wie sebon an- 

gegeben, das Symbol 

(T) 

was augelit, da man fdr iedes die Gleicbung 
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Es gilt nim fCLr Substitationen der Satz: 1st die G-leiohnng 
erfilllt, BO folgt daraus die Gleicbung 


1st namHob 

/. . . i . . . 


Sa - «(9- 

/. . . i . . .\ 




so folgt 

/ 

(i- 

. i . 

1, 2, 8, . . ., ♦»), 

.A /. 

. . i . . A 






nnd wegen der yoraasgesetzten Gleiobbeit yon s^Sy nnd s^Sy ergibt sicb 
der Beibe nacb 

«(-A ““d 

wie bebanptet war. 

In gleiober Weise erkennt man: 1st die Gleiobnng 


SySa - Sy8^ 

erftillt, so folgt darans 

Weiter eigibt siob: Bedenten die Symbole 

(8) 8„J S^J Syj . . 8^ 

yoneinander yerscbiedene Substitutionen, und bedentet 8„ 
eine beliebige Substitution, so sind auoh die Substitationen 

(9) ^o®»; ^Y^taf • • •> 

untereinander yersobieden. — Wenn insbesondere die Substita- 
tionen (8) die Elements einer Gruppe sind, der auob 8„ angebSrt, 
dann sind die Substitationen (9) bis aof die Reibenfolge mit denen 
auB (8) die gleioben. 

Wir baben fOr die Aufeinanderfolge zweier Substitationen die Be- 
2 seiobnang „Frodakt^^ eingeftlbrt; es siob, inwieweit die gewQbn- 
lioben MultiplibntionBregela (das kommutatiye, das distnbutiye and 
das assoziatiye Gesetz) bier nocb gClltig sind. 

Das kommutatiye Gesetz der gewdbnlioben Produktbildung 

al ha 


gilt bier im allgemeinen niobt mebr, wenn a und h beliebige Sub- 
stitutionen bedeuten. Das wurde bereits erwabnt; als Beispiel gelte 


Mvit^Iikaiionsgesetse 
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noch folgendes, wobei die Xg wieder durcb. ikre Indizes a ersetzt sind. 
Es ist: 


n 2 3yi 2 8\ /I 2 3\ /2 3\ 

\2 3 1A2 1 3/ " \1 3 2^ " V3 2A 


dagegen wird 


(1 2 3\ 

/I 2 3\ 

/l 2 3N 


\2 1 3/ 

\2 3 V 

“U 2 J 

-li 



also kSimen yersobiedene Auordnongen der gleioben Faktoren auf rer- 
sdbiedene Prodnkte fdbren. 

Dagegen gilt bei der Hultiplikation yon Snbstitntionen das asso- 
ziatiye G-esetz, d. b. es ist 

(s.S|!)s,-s.(Vr)- 

. In der Tat wird, wenn man die drei Snbstitutionen in der Form 



2, ■ • A , , 

fl, 2, ...\ 


2, ...\ 




0 

y$f • • J 


ansetzl^ zunSobst 

SgS^ — 

und dann weiter 




so dafi dadnrob das assoziatiye Gesetz bewiesen ist. 

Anf Grand dieses Gesetzes kaain man die Potenzen yon Snb- 
stitntionen definieren: 


».». - ».’i S.S.®. - - S«’ • *« - - ». • ».'i 

- w.». — • 

Da es nur nl Permutationen unter n yersobiedenen Gr^Ben gibt and 
demnacb ebenso yiele Snbstitntionen, so mnB es in der !l^ibe der 
Potenzen jeder Snbstitntion 

0 aS 08 o 4 06 

.... 

einander gleicbe Potenzen geben. Ans der Annabme solober Gleiobbeit 
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eigibt Bicb nnter Benntzung der identisdieii SnbBtitution (2) 

d. h. unter den Potenzeu jeder Substitution kommt die identiscbe 
Substitution — 1 vor. 

let X der niedrigate Exponent >0, filr den a*—*! wird, 
BO beifit X die Ordnung Yon s. Dies stlmnit mit der Definition 
der Ordnung eines ZylduB fiberein. 

Ftir das distributive Gf-esetz gibt es bier natfirlicb keine Statt. 

§ 163. AJle Fotenzen, deren Exponent < x ist, d. L alle Glieder 

s® — 1, s\ s*, fi®, . . 

Bind untereinander versobiedeiL Denn aus einer Gleiobung von der Form 

sM — s»' (/i < V < r) 

■wiirde, wie oben, folgen 

(v — 

was der Annahme fiber x widersprecben wfirde. 

Wir kfinnen jetzt auoh Potenzeu von Substitutionen mit negativen 
Exponenten definieren. Das gesobiebt durob die Gleiobungen 

s-i — s-* — B~® — fi*“®, . . .. 

Da siob bieraus ergibt 

— 1 , 

so dfirfen wir definieren; ist die Beziproke von und wenn 

' a, ' ■ ') “(••■?•••) • 

Entbalt eine Substitutionengruppe die Substitution 8, so alle 
Potenzeu von 8 und insbesondere die identisobe Substitution Bq. 

§ 163. Naobdem wir uns so fiber die Substitutionen vorlfiufig 
orientiert baben^ kebren wir zu den Betraobtungen von § 149 zurfiok. 
Wir zeigten dort, dafi jeder ganzen Funktion vCaJi, ®8; fl!*) von 

n unbestimmten GhrSfien jCj, . . eine Substitutionengruppe dieser x 
zugebOrtj die dadurcb obarakterisiert ist, dafi sie alle und nur die 
Substitutionen mnfafit, deren Anwendung auf tp diese Funktion un- 
gefindert Rflt. Wir woUen nun aucb umgekebrt naobweisen, dafi jeder 
Substitutionengruppe eine, ja uneudlicb viele Funktionen der ange- 
gebenen Eigensobaft zugebdren. 

Zunficbst betraobten wir eine Funktion ^ von der Form eines 
Monoms 
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bei der die Ezponenten a, 9 feat nnd aUe rmteremander rer- 

schieden sein soUen. Doim bat ^ bei den n\ Substitutionen der x 
untereinander lauter versobiedene Werte. Wir bezeicbnen mit 

den Wert, der aus ^ durob Verwendnng Ton s, berrorgebt. Sind nun 

(10) Sq, Sj, Sj, . . 

die Substitutionen einer Gruppe, die wir mit G bezeicbnen, donn 
bilden wir die Summe 

®(® 1 , + + + 

und bebaupten, dafi 0 zur Ghruppe G gebSrt, mit anderen Worten: 
dafi 0 filr aJle Substitutionen (10) ungeandert . bleibt und aucb nur 
fQr sie. 1st n'dmlicb eine Substitution yon (10), so gibt ibre An- 
wendung auf 0 das Besultat 

+ 

und nacb § 151, (9) ist dies gleiob 0] damit w&re der erste Teil der 
Bebauptung begrEindet. 

1st dagegen 6 eine Substitution der x, die nicbt unter (10) Tor- 
kommt, so sind die r Substitutionen 

Sq^ f f * * ’> 1^7 

wie leiobt zu seben, voneinander und ebenso von den Substitutionen (10) 
yerscbieden. Das Entspreobende gilt von den Funktionen 

untereinander, so dafi 0 und 0„ keinmi Summanden gemein baben, 
also yerscbieden sind: 0g -{» 

Wir baben biermit eine Regel gegeben, durcb die beliebig viele 
Funktionen bestinimt werden kdnuen, die zu der Gruppe G von r Sub- 
stitutionen gdiSren. Wir woRen alle Funktionen dieser Eigenscbafb 
einer und derselben Funktionen gattung zuerteilen; diese ist durob 
die Gruppe als ibre „lnyariante'' eindeutig bestimmt. Die zu einer 
Gattung geboiigen Funktionen sind, wie bald gezeigt werden soil, 
durcb wicbtige algebraisobe Eigensobi^en miteioander verbunden. 

§ 154;. Es sei wieder (p(p6i, a;„) eine mebrwertige Funktion 

der Xa] sie gebore zur Gatining G mit den r Substitutionen (10); 

sei eine nicbt in G entbaltene Substitution der a;,, also + 7* 
Wir betracbten die Reibe von Substitutionen 
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Anf 9 angewendet, ergeben sie s&mtliob 

■" — ^a, f 

d. b. sie wandelii samtlioih den Funktionalwert 9 ^ in 9 ^ nm, 

Wenn umgekehrt ftlr eine Substiimtion t 

ist, BO gebdrt zn dem Komplexe (10), da es die Funktion 9 
nidit andert. Folgliob gibt es in (10) ein 5 ^, fQr das 

— s„, also ^ — 

wird. Demnaob. enibalt ( 11 ) alle Snbstitntionen, die den Funktional- 
wert 9 in 9 g^ tlberfCLbren. 

Endlicb sind alls Glieder yon (11) nntereinander yersobieden, da 
ans einer Gleicbnng yon der Form 

folgen wtLrde 

Baber liefem (10) nnd (11) znsammen 2r nntereinander ver- 
scbiedene Snbstitutionen. 

let 2r<Cnl, so gibt es aufier den 2r noob eine neue Substitution, 
die wir mit tfg bezeiobnen woUen; mit der Beibe 

( ll a) Spflfj, 

stellen wir dieselben Betracbtnngen an wie soeben mit (11) nnd seben 
dabei, dafi (11a) alle nnd nur die Sabstitntionen entbali^ die 9 in 9 ^ 
umwandeln. 

So gebt es weiter, bis alle n\ Snbstitutionen untergebracbt sind; 
die ScbluBreihe lantet dabei 

(llb) • • •; 

Dabei folgt rp — nl Benennt man die Anzabl der Substitutionen 
einer Gruppe ibre Ordnnng, so gilt: Das Produkt aus der Werte- 
anzabl einer Funktion in die Ordnung ibrer Gruppe ist nl. 
Es besteben daber z. B. fdr n — 4 nur die MSgliobkeiten r — 1, 2, 3, 
4, 6 , 12 , 24 ftlr die Werteanzabl einer Funktion yon yier Variabeln. 

§ 155. Die tlberlegungen nnd Sohltisse des yorigen Paragrapben 
lassen siob leicbt verallgemeinem. Die zur Funktion 
geborige Gruppe Q- bestebe aus den Substitutionen 

(10) hf ' • •; ®r-l* 

Weiter sei eine Funktion X( 9 i, icj mit der zugebdiigen 

Gruppe S gegeben, die neben. anderen noob alLe Snbstitutionen (10). 


Or^'mg. Untergnippe 
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enthSIt. Eb sei femer eine nicht in G- entlialtene SnbBtitntion 

Ton S. Wir bilden mit ihr den Eomplez 

( 11 ) 

und ^ren mit ibm die oben angestellten SobldBse dnrob. So stSfit 
man anf den Satz: Eommeu alle Snbstitutionen einer Gruppe G 
der Ordnnng r unter den Substitntionen einer Grnppe S der 
Ordnnng yor, so ist ein VielfaoheB yon r. 

Oderauoh: Bleibt eine p^-wertige Fnnfction X(a^, a;,, aj^ 
ffir alle Substitntionen nnge&ndert, die die p-wertige Funk- 
tion niobt andern, dann ist p ein Vielfaebes 

yon pp. 

Ninunt' man JET als symmetrisohe Gruppe, demnacb — nl, bo 
kommt man anf die entspreobenden S&tze des yorigen Paragrapben 
znrflck. 

Eine Gmppe Gf deren Snbstitutionen samtlicb in der Gruppe S 
entbalten Bind, belBt eine Untergruppe oder ein Teiler yon S. 
Die Gattung, der die Fnnktion X(a!!i, as,, a?J angebort, stebt 
unter der Gattung, der die Funktion angebort. 

Die symmetrisdbe Gattung. stebt unter jeder anderen Gattung. 

§ 166, Nun sei qs, — einer der Werte, die go annebmen kann. 
Wir jEragen naob der zu gs, gebSrigen Gruppe, d. b. naob dem In- 
begriffe der Snbstitutionen, die, auf gs, angewendet, keine Wertanderung 
dieser Funktion beryorrufen. 

Ist X eine yon diesen Snbstitutionen, d. b. ist gs^^^ — gs^^, so folgt 

d, ja an der Ghnppe Q- geliOrt. Bie letzte 01ei(diimg liefert 

weiter 

wo aJle Snbstitutionen yon G duroblaufen kann (10). 

TJmgekebrt ist leicbt zn seben, daB, wenn s„ irgendeine Sub- 
stitution yon G ist, dann die Substitution x — den Wert gsj^ 

nicbt andert. Demnacb bilden die r Snbstitutionen 

die zu g), gebSrige Ghruppe. Wir bezeicbnen sie symboliscb durcb 

Die Grundforderung fOr die Gruppeneigenscbaft eines Systems 
yon Snbstitutionen ist im yorliegenden Falle wegen des ossoziatiyen 
Gesetzes 
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Si^, ist hier befriedigt, da stets s„8^ gleioh einem gesetzt warden 
kann, wo 8„, za. Q gehoren. 

Die Werte 

G, • • •» 

nennen wir die zu Q- konjngen Werte und die Gesarntbeit der je 
r Snbstitutionen yon (11), (11a), ... die znr Gmppe G konjugen 
Komplexe. (T^Gtf beiBt die Transformierte von G durch tf. 

§ 157, Wir baben im vorigen Kapitel aymmetriflohe oder ein- 
wertige und zweiwertige Fnnktionen von beliebiger Variablenanzabl » 
kennen gelemt nnd nntersncbt, also solobe, bei denen p 1, r — »1 

1 f > 

nnd solche, bei denen p — 2, v — ywl ist. Wir woUen die beiden 

bierdnroh bestimniten Fnnktionengattungen von den neuen, jetzt ge- 
wonnenen Gesiobtspnnkten ans noobmals nntersnoben. 

Die zu der symmetrisoben Gattong geborige Gruppe, d. b. die 
symmetriscbe Gruppe bestebt aus samtlioben n\ Substitutionen 
der Elemente x^j Oj , . . ., Entb51t eine Gruppe G von n Ele- 
menten die (» — 1) Transpoaitionen mit einer gemeinsamen 
Yariablen) etwa 

SO ist G die symmetrisobe Gruppe. Denn zunaobst entbalt G 
die Produkte 

(®i*i)(«iaii)(®iai) - (®i»,), 

d. b. s&mtliobe Transpositionein der n voi^elegten Elemente. 

Zweitens laBt sicb jeder Zykius durdb. Aufeinanderfolge von Trans- 
positionen darstellen. Denn man bat beispielaweise ftlr einen Zykius 
von ftlnf Elementen 

und ftbniiob im aUgemeinen Ealle. 

Drittens ist jede Substitution in Tranapositionen zerlegbar. 

Daber gilt der ausgesproobene Satz in voUem Umfange. 

§ 168. Die allgemeine Form der zweiwertigen Fnnktionen ist 
nacb frflberen Untersucbungen 

Xjtf . . ., x^) + Gg(x^, Xgj . . ., x„) • ]/A. 

Hierin bedeuten Si und S^ zwei beliebige ganze symmetrisobe Funk- 
tionen; weiter ist 

l/A — (iCi — x^X^i — (®i ~ ®i) • ■ • ('iCi — a?.) 

(^ — «a) (a?* — • • • (a’a ~ »«) 

(«8-ajJ...(j;i,-a!j 
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die Qnadratwnrzel ans der Diskiiminante der n GrSfien 
Die gesuchte Gruppe ist dazm offenbar identiecb mit der zu Y A ge- 
lidreiiden Grnppe. Nun baben wir oben bereits bewiesen, dafi der Wert 
Ton I/A fllr jede Transposition in den entg^engesetzt gleioben, 

d. L in {—YK) (Ibergebt. Die Grappe TOn YA soil deswegen die 
alternierende Gruppe beifien. Diese bestebt aus alien Substitu- 
tionen, die durob eine gerade Anzabl aufeinander folgender Trans- 
positionen darstellbar sind. Daraus ergibt siob zugleiob; dafi jede solcbe 
Darstellung einer Substitution 8 durcb Transposition en (die auf unend- 
lidb yiele Arten mfigliob ist) entweder stets eine gerade oder stets 
eine ungerade Anzabl von Transpositionen erfordert, und zwai* tritt 
das erstere oder das zweite ein, je nachdem die Substitution s die 
Funktion I/A ungeSndert Ififit oder sie andert. 

Wir betracbten als Beispiel das Folgende: Man, bat die Gleiobung 

(»««/») («««y) “ 

und ersiebt daraus, dafi die alternierende Gruppe aUe Zyklen dritter 
Ordnung entbSlt. Umgekebrt, da die Gleiobungen gelten 

BO lassen siob aUe Produkte von 2, also von 4, von 6, . . . Trans- 
positionen aus den Zyklen von je drei Flementen zusammensetzen. 
Daraus ersiebt man, dafi eine Gruppe, die aUe Zyklen von drei Ele- 
menten entbalt, auob die alternierende Gruppe in siob sobliefit. Der 
Komplex aller ZyHen dritter Ordnung ^fit siob durob den einfacberen 
der (n — 2) Zyklen dritter Ordnung mit festen Elementen, etwa Xi 
und x^, von der Form 

(a^aj,ajJ, (a^a^t^e), . . (aia;,ajJ 
ersetzen. Das erkennt man aus der Bekidon 
(a.®,®,) - 

die den allgemeinen Zyklus dritter Ordnung durob die besonderen 
(x^XJ^x^) ausdriioki 

Somit ist bewiesen: Entbfilt eine Gruppe Q von n Ele- 
menten x^, Xg, . . x^ die (n — zykliscben Substitutionen 

(XjLXgX^) (a-3,4,5,,..,n-2), 

so entbalt G auob die alternierende Gruppe, d. Lsie iat selbBt 
altemierend oder symmetrisob. 

In Sbnliober Weise kann der folgende Betz bewiesen werden: 
Entbalt eine Gruppe G alle zykiieoben Substitutionen 
"Ordnung, wobei m eine ungerade Zebl bedeutet, so ent- 

Netto: Altfabift . 
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h&lt die Grnppe G ancli die alternierende oder die sym- 
metrisolie Gruppe. 

Da die beiden Werte eiaer altemierenden Funktion +1/^ und 
— 1/A sioh nur dnrck ibre Yorzeiobeii nnterscheideii, so gebSren beide 
sm der gleioben Subsbitutionengrappe. Es gibt also SubBtitntionea der 
x„f die beiden Grappen, der yon + nnd der von — ]/A, ange- 
hSren, ja die Gfruppe von H-l/A f&Ut mit der von — "j/A zusammen, 
§ 169. GebSri: unn eine Fnnktion von q Werten 

• • ‘i ®»i) " fi 

zur Grnppe Q, so gebSren die konjugen Werte von die wir mit 

ftf fsf • "t fff 

bezeiobnen, zu daa Gruppen 

Gf <Jg ^G6^f Oj • • •) ^G((Qf 

die dnrob Transformation mit 1, <f^ ana G entsteben. 

Gibt es nnn aniler der in alien diesen Gruppen vorkommen- 
den Einbeitssubstitntion 1 noob andere Substitntionen, die 
gleiobfalls zn alien Transformierten von G gebSren? 

Die Gesamtbeit aUer vorbandenen derartigen Substitutionen bildet 
jedenfalls eine Gmppe S, da mit s' und s" auch s's" alien Gmppeu 
<s^^G<fa angebSrt. Es ist fOr jST obarakteriatisob, dnrob jede Sub- 
stitution der acj^f rt;, in siob selbat transformiert zu warden. 

Denn die Gesamtbeit der Ghnippen 

Gf tfji ^Gif^f . . .f (f^‘~^G6^ 

atellt aUe Transformierten von G dar und bleibt daber ungeEnderi^ 
wenn sie durcb irgendeine Substitution der x transformiert und 
dies mufi mit der Gimppe S gleiobfalls stattfinden. 

Die oben aufgeworfene Frage ist also in die umgewandeli^ ob es 
eine Grnppe gibt; die alien ibren konjugen Gruppen gleicb isi S[ sei 
eine solobe ^ppe, EntbSIt JS irgendeine Substitution t, so entbfilt 
es aubb aUe Substitutionen, die t Ebidiob sind; denn diese lassen siob 
ja aus t durcb eine Transformation berleiten. 

Wir betracbten zuiSobst die Substitutionen von IT, die nSchst 
der Einbeit mo^cbst wenige Elements x„ umsetzen. Da S duroh 
jede Transposition der x„ in siob selbst transponiert wird, so gilt das 
gleicbe aucb von dem Eomplexe Sq von mSglicbst wenigen Elementaao, 
d. b. Sq entbElt alle untereinander Sbnliobe, wenn es eine derselben 
entbbli Keine von ibnen kann aus einem Zykins von mehr als drei 
Elementen besteben, Oder aUgemeiner, keine derselben kann einen 


Qm/^e am Svbatitwtionen niederster Ordnung 


196 


solchen Zykins yon mebr als drei Elementen enthalten. Denn ware 
etwa eine Snbstitation mit mehr als drei Elementen 

S] = (x^ • .') . . . 

in Eq enthalten, so b»me anch ftlr Transformierte 

“ (Xj^X^X^X^ . ■ ^ 

BOwie 

SiSg-* “ (®a)(^®i ■••)•••• 

in Tor. Dieses Prodnkt katte, okne gleioh. 1 zu werden, sicker 
weniger Elements als was der Annakme widerspriokt, da£ 8^ m5g- 
liokst wenige Elements in sick &sse; denn x^ ist ja beseitigt; okne 
daB sin nenes Element eingetreten w^. 

Ebensowenig kann eine Substitution yon mekr als drei Elementen 
auftreten, in der ein Zyklus dritter Ordnung yorkommi Denn aus 

^ — ix^x^x,;)(x^’ • •) • * • und — (XiX^x^(x^ Sj, 

fOr folgt durck Multiplikation , ahnliok wie soeben, dafi 

in E auok das Prodnkt 

entkalten ist, also eine Substitution^ die entgegen der Annakme weniger 
Elements kat als 5^. Kommt daker Uberkaupt ein Zyklus dritter Ord- 
nung in einer der Substitutionen yor, die wir betrackten, so maokt 
dieser sokon allein fttr sick die Substitution aus. E entMlt dftnn aUe 
Transformierte dieses einen Zyklus dritter Ordnung und deBwegen(§ 168, 
S. 193) die altemierende Ghnippe. 

Es ist nock der Fall zu betrackten, daB jede Substitution yon j 5^ 
lediglick aus Zyklen zweiter Ordnung bestekt. Ist die Anzakl der Ele- 
mente x„, die — n gesetzt werde, grdfier als 4, so folgt aus dem Auf- 
treten der beiden Substitutionen 

^ — (aJia;5|)(®Ba?J • - • , — (x^x ^) - s, 

bei er — (x^XiX^) die Ezistenz yon 

in E; und diese Substitution katte, okne gleiok 1 zu sein, weniger 
als n Elements. Das ftlkrt auf einen WiderspmoL Es wBre also nur 
mS^ck, dafi die gesuckten Substitutionen sick als' Transpositionen 
ausweisen; daun aber ist E naok frttkeren 'CTntersuokungen die sym- 
metriscke Ghruppe. 

1st dagegen » — 4, so gibt es fdr diesen Fall wirklick eine solcke 
Gbruppe, namliok die aus den yier Substitutionen 

( 12 ) 1 , ix^x;)(x^x^), (piX^Xx^x^) 

IS* 
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gebildete, die sioli bei jeder Transposition reprodnziert. Als eine 2 tl 
ihr gebSrige Funktion fELhren wir die seobswertige Fnnktion 

ein. Wir baben somit folgendes Besnltat erlangt: Anfier der sym- 
metriscben und der alternierenden Gruppe von beliebig 
vielen Slementen gibt es allein die Gruppe (12) von vier 
Elementen, die bei der Transformation mit jeder beliebigen 
Substitution ihrer Elemente uuge&ndert bleibi 

§ 160. Aus den im § 158, S. 194 bergele'iteten Besultaten folgen 
wicbtige Satze. Wir vrissen, dafi das Quadrat jeder altemi^nden 
Funktion einwertig ist; wir £ragen, ob es aufier diesen noob andere 
mebrwertige Funktionen gibt, von denen eine Potenz einwertig wird. 

Bezeiobnen wir mit v den Exponenten dieser Potenz und mit tp 
die mebrwertige Funktion, so ist gn*' — jSf eine symmetrisobe, also ein- 
wertige Fnnktion. Aus dieser Gleicbung folgen die Werte 

(x- 1,2,8,. ..,v), 

wobei CO eine primitive v** Einbeitswurzel bedeutet. Die konjugen Werte 
von q> sind demuacb untereinander nur durcb konstante Faktoren to“ 
verscbieden und gebdren deidialb zu der gileicben Substitutionengruppe. 
Damit kommt man auf d^ im vorigen Paragrapben bebandelten 
zurdok. 

Aufier den einwertigen und den zweiwertigen Funktionen von be- 
liebig vielen Yariablen k5nnen d^er bSobstens nocb Funktionen von 
vier Yariablen in Frage kommen, die zur Gruppe (12) gebSren: 

(iria;J(aJ8®8). 

Um ^ese nocb ofip^ne Frage zu erledigen, geben wir auf den Satz 
§ 159, S. 195 zurtlck und geben ftlr ibn einen zweiten Beweis, dei 
mit den einfaobsten Hilfsmitteln auskommt und gleiobzeitig die Be- 
weismetbode fdr eine wicbtige Erganznng des Saizes liefert. Der Satz 
lautet folgendermafien: Aufier den alternierenden gibt es keine 
mebrwertigen Funktionen, von denen eine Potenz einwertig 
wird, Zuerst kann man den Exponenten p der Potenz als PiimzaU 
daber voraussebsen. Denn aus p « p • g wdrde 

fUr 9 ? — 5 folgen (qp**)® — 5, 

BO dafi es auob eine Funktion qp^ gibt, von der scbon die Potem 
syminetriscb ist. Nun ist q ein beliebiger Teller von p und kanz 
als Piimzabl angenommen werdem 

Sei also jetzt qp eine nicbt symmetriscbe Funktion, deren ^ Po 
tenz symmetriscb wird, wo q eine Primzahl bedeutet, so entbUt dii 
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zu q) gehSrige Gmppe nacli § 158, S. 193 nicht alle Transposition^ii 
der Elemente x^y x^, • • moge 



eine dieser, nioht in der Gmppe Yon g? Yorkommenden Transpositionen 
sein; sie moge den Wert Yon q>(Xxj x^, . x^ q> in g), Yerwandeln, 
wo g’t -H 9 ist. Da 

g>8 — g>^ — 5 

Bjninietrisel), also einwertig ist, so folgt aus dieser Gleiclmng 

9 #"® - 9 ; 

-wo a> erne der (g— 1) primitiYen ^‘“Einhdtswnrzeln bedeutet. Wendet 
man die Transposition t auf die letzte Gldlcbung an nnd bedenkl^ daB 
«- 1 is^ BO ergibt sick 

q) mm ^ a . gj^m» a>^. CD^ » 1, 

d. k. der Exponent g ist — 2. Also werden wir anf den bereits frkker 
erledigten Fall der zweiwertigen Funktionen znrtlokgefClkrt (§ 158, 
S. 193), der nns ala L5song die altemierenden Funktionen samilLck 
und zugleick auBsokliefilick liefert. 

§ 161. Im AnsokluB an dieses Eesultat Yrkrde es sick jetzt danun 
kand^, zn untersucken, ob es Funktionen gibt, die — selbst mekr 
als zweiwertig — , in eine goTrisse Primzaklpotenz erkoben, zweiwertig 
■werden, . 

Die Funktion «« ^ sei mekr als zweiwertig; ijfi 

sei zweiwertig; q sei eine Primzakl. Dann gibt es eine Zirkularsnb- 
stitntion dritter Ordnung, die nickt in der Gmppe Yon <9 Yorkommt; 
denn diese kann ja nickt alle derartigen zirkularen Substitutionen ent- 
kalten, okne die altemierende Gmppe zu umfassen (§ 159, S. 195). Es 
sei tf diese zykliscke Substitution dritter Ordnung, und der Wert, 
den ijj unter der Einwirkung you e annimmt, so dafi 

+ Ip und — jSj + 5j YA 

wird. Diese Gleiokung folgt aus dem'Dmstande, dafi & als zykliscke 
Substitution dritter Ordnung zur Gmppe der zweiwertigen khinktion 
auf der reckten Seito der lotzten Gleickung gekfiit. !^ekt itiaw die 
g** Wurzel aus, so folgt 

wpkei ar eine primitiYe g** Einkeitswuizel bedeutei Wendet man (mf 
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diese ftlr il>g erlialteiie Gleichmig die Snbstitntiouen 6 und e* an, nnd 
bedenkt, dafi 0^ —> 1, also ist, so erbalt mail 

- ©Vi, 

und darauB dann 

T5* — 1, g — 3. 

Wemi wir die Anzahl n der Elemeute grdfier als 4 vorans- 
setzen, dann konimen in der Gruppe von if/ anoh nioht alle zyklisoben 
Snbstitationen fOnfter Ordnnng Tor (§ 158, Soblnfi); ist r eine der 
bierbei nioht Torkommenden, so -wird 

fii + s,yA, 

-wie Boeben, daher , 

— TSlIf, 

wobei 7S eine primitive q*^ Einheitswurzel ist Genau wie oben foigt 
darans, weil t -» 1 ist, dafi 

Iff® — 1 und 2 — 6 

sein mufi. Das widerspriobit dem ersten Besultate, nabh dem iat. 
Also kann n nioht grofier als 4 sein. 1st n > 4, so gibt os keine 
Eunktion von x^, x^y die mehr als zwei Werte be- 

sitzt, und von der eine Potenz zweiwertig wird. 

§ IBS. Ftlr » — 3 und n — 4 gibt es nun wirklioh „Ausnahine- 
funktionen". Wir woUen die einfachsten unter ihnen anfQhren, ohne 
auf ihre Herleitung n£lher einzugehen, was uns zu weit fUbren wtlrde. 
Es sei X eine primitive dzitte Einheitswurzel, also 



dann ist fClr n — 3 eine Funktion der namlioh 

g)(x^, a,, JSe) — ai + + “‘a?, 

sechswertig, und ihre dritte Potenz wird zweiwertig, 

DP'C®!; »8) - T [2ci® ~ <^ + 27 c, ± V-STA] , 

wobei 

q — + Cj — aj^a?, + + a^a^, c^^x^x^x^ 

gesetzt ist, und wie oben 

. yE-(Xi-ie,){Xi~x,)(iis,-asi,) 

bedeutet. 
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Ffix n r* 4 ist die Fnulition der Tier Yarialilen sc^, tmter 
Beibelialtimg der Bedentang des co 

^C®1; + + (aJiaJA + aja^)®* 

seohswertig; ihre dritte Fotenz wird zweiwertig, wie die Yergleicliuiig 
mit der vorangehenden Fniiktiozi 9 zeigf;. 

Hierbei sind die drei ElammergrSfi^ der redbiten Seite der letzten 
Gleiobxmg von Interesse: 

Bind dreiweiiige Fnnlddonen von yiw Blementen; %s sind zu- 

einander konjng. 

§ 168 . Jede ()-wertige Funktion <Pi(x^) x^f .».fX^ ist Y^nrzel einer 
Gleicknng GrtuleB, deren EoeMzienten symmetriselie Funktionen 
der Unbestmimten Xif x^j . . x^j imd deren weitere Wurzeln die 
(p — 1) GrSfien 

• • ■> **)j 9 b(® 1 > • • -f ®«)> * • •> • • ‘f ®«) 

sind, die die konjngen Fnnktionen von g>i(xif x^f xj Hefem. 

In der Tat ist jede symmetris&be Fu^tion yon q>g 

zngleicb. eine symmetrische Fnnktion der Elemente x^, x^, x^, . . x^. 
Denn jede Substitution der oHj, a;, tmtereinander yertanscbt 

nur die 9^, 9,, 9^, . , 9^ in siob, &ndert also deren symmetrisobe 
Funktionen in keiner Weise. Wir setzeu 

Ti + 9^* + y# H H • • •); 

+ 919^5 + ••• + ®>» • • •), 

9 ^ 1 9*1 98 + • * ■ + ■■ ® 8 ; ‘ • •); 


wobei die reobts stebenden 5^, 8^, synunetriscji in den 

<h} * • •, x^ sind. Dann wird 

(IB) (<-9>i)(^-9’s)(^-98)**-(<--9>p) 

die Gleiobnng, deren Wurzebi die p konjugen Funktionen 9^, 9a> 
98» * ’ '} 9( ITaob § 158, S. 198 kann diese Gleicbung nur f6r 
p — ' 2 binomiscb werden. 

§ 164. Gebdren die beiden ganzen Funktionen 


9(3*1 , und ,a>J 


derselben 


Gatt.ung an, d. b. bleiben beide fttr 


dieselben 


Sub- 
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Btitntionen der x„ nngeSindert, bo isi jede yon ilinen rational 
durch. die andere auBdrilckbar mit Koeffizienten, die in den 
x„ syinmetriscli Bind. In der Tat gehort die rationale gebrochene 
SWktion 

/ 1 4 '\ X(P^t 1 ^ Xt 

' ' t — (p (SJi 1 j ■ • • 1 ^j*) t — qjj 

ssn der gleicben Gattong wie ip^ imd Wendet man nnn die Scblilsse 
auB § 155 anf q>i nnd gleidnEeitig an, bo zeigt es aioh, daB jedem 
der konjngen Werte ein Wert also auob ein Wert 

Xa 

* — 9>a 

zngeordnet werden kann, der zn der gleicben Gattung wie 9^ geb5rt. 
Daber ist 

Jtl Xn 

4. 4- ... 4. -*g 

* — Vi i ~9» *— 9>^ 

eine gebrochene symmetrisohe Fnnktion; ihr Hanptnenner N kann 
naoh dem yorigen Paragraphen . 

(18) (f-<h){t-<p,) . . . (*-9^ - W + + ■ . • + S,- 2J-(0 

gesetzt werddn. Ea folgt 

+ • • ■ + m 

WO Z(f) ganz in t nnd ganz nnd Byrnmetrisoh in ic,, . . wird. 

if — ergibt sich hieranB, weim TT die Ableitnng yon W 
nach t genommen bedentet, 

" (9»1— ‘Pi)('Pi — 9>8)-**(9 »i — 9^) 

Die Form des Kennere zeigt, daB er hie yerschwindet; die Dar- 
Btellnngen 

(14a) (a-l,2,3,...,p) 


zeigen, dafi di^ Anadzilcke (14) nie illnaorisoh warden kSnnen. 

Damit iet der behanptete Satz bewieaen. Seine Umkehrong lautet: 
Sind zwei Funktionen yon o^, a;,, . . ., x„ gegenseitig rational 
dnroheinander darstellbar, 

%i - 9»i - -ffCxi); 

BO gehdren beide deraelben Gattnng an. Die erate der beiden 
Gleichnngen zeigt, dafi bd jeder Snbstitntioi], die znr Gmppe yon 
7 i gehort, nngeSndert bleibt; nnd nmgekebxt, dafi <p^ bei jeder znr 
Gbnppe yon gehdrigen Substitution xmg^dert bleibt. Daraus 
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konnen wir schlieBen, dafi die zn nud zu Xi gelidrigen Gruppen 
mitemauder identiach. sind, dafi also und zu der gleiclieiL Fimk- 
tionengattung geli5ren. 

§ 165. Ana § 149, S. 183 kann man -vreiter einen widhtigen 
SchlnB zieken. Es aei eine p-wertige Ennktion gp( 2 ^, ^ 
gegeben, zu der die p konjngen Werte 

( 15 ) Vi, Vi, Vi, • • •> Vq 

gekoren. Die Qruppe G Ton tp aei yon der Ordnung r, so dafi r • p nl 
wird. Anf (15) wenden wir nnn aamtliclie n! Snbstitntionen der 
Gr3fien .... an; daa ergebe die nl Anordnungen 

(16) Va,, Va^, Va,, ' • Va^, 

die man ala Fermntationen der Elemente (15) anffaasen tmd znr 
Eonatruktion Ton nl Snbstitntionen 

^ ^(Vi, Vi, Vi , Va 

Wflfi; Vctg,, Vot, Va^ 

benntzen kann. 

Nnn gibt ea gerade p! yeraobiedene Substitutionen yon p 
Elementen. Ist also p < n, so wird die Anzabl der Ideiner ala die 
der zmmliob <nl Daber gibt es mindeatens zwei Snbstitntionen 
der Xj etwa nnd die yonemander yeracbieden sind, gleiobwoH 
aber die gleiche Umatellnng der Elemente gp^ berrormfen. In diesem 
Fade mnb jedea einzelne dieser Elemente gp^ an seiner Stelle 

laasen, d. b. die nioht identiacbe Snbstitntion IfLBt alle Weorte 

9 >s> • • •; Vq unge'dndert^ geb5rt also zn den Gmppen der einzeben 
konjngen Werte (16). let p >2, so kann dies nnr bei n » 4 und 
p — 18 eintreten; nnd in der Tat baben wir bereita eine Gattung aolober 
Funktionen kennen gelernt, zu der z. B. 

gp ^x^x^ -f x^x^^ 

gebSrt. Abgeseben bieryon gibt ea ftlr 2<p<n keine p- 
wertige Fnnktionengattnng yon n Elementen. 

An das erlangte Besnltat knttpft sicb naturgem'dfi die Frage, ob 
ea Gattungen gibt, ftlr die p — n isi Da£ diese Frage bejabt werden 
mnfi, zeigt das einfaobe Beiapiel 

Eb 15Bi aicb aber zeigen, dafi bei p n < 6 weitere derariige Ga^ngen 
nicbt Torbanden sind. Doob das tritt ana dem Bereiobe der ^yGhnind- 
lebren^' berans. 
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Yierzehntes Eapitel. 

Bie AtiflSsbarkeit algebraisclier Gleichnngen. 

§ 166. Wir liaben, dem gesohiclitliclien Entwicklmigsgaiige der 
Alge'bra folgend, die Qleiolmiigexi zweiteii, dritten imd TLerten Grades 
„gel(5st" ohne doch den Begrilf der ^Losimg einer algebraisclien Glei- 
cliniLg" genan festzulegen. Das soil jetzt gesohehen. 

XTnter Aufldsnng einer Gleiolnmg Terstelien wir die Darstellnng 
der GleiehnngBWiirzelii; deren Existenz ja Yon nns bewiesen worden 
ist, als Biadikalgrdfien; die Gleidhnngswiirzeln sind also Ennktionen, 
die eine endlicbe Anzahl von WnrzelausdrtLcken enthalten dtrfen, und 
von transzendenten Operationen £rei sind, wenn die Gleiohimg ;,aTif- 
ISsbar^' ist. Dafi dies bei den Gleicbungen zweiten, dritten nnd Yierten 
Grades der Fall ist, bat die ansfdbrliobe Beban^nng nnd die wirk- 
liobe Herleitiing der Gleicbungswnrzeln gezeigt. Jetzt tanobt die Frage 
anf, ob diese Eigensobaft der AnflSsbarkeit alien algebraiscben Glei- 
obtingen znkommt, oder ob sie anf gewlsse bUassen algebraisober 
Gleicbtmgen besobiSnkt bleibt. Es wird sidb zeigen, dafi scbon fOr 
die allgemeinen Gleicbungen fOnften Gbrades die Eigenttbnlicbkeit der 
AnflSsbarkeit in Wegfall konunt, nnd damit dann nattirliob ancb ftlr 
die ftng ftTTnm'nflTi Gleicbnngen bSberen Grades, da ans ibrer AnflSsbar- 
keit Bofort die der Gleicbnngen jedes niederen Grades folgen wfirde. 

Um den Beweis des ansgesprocbenen Tbeorems zn liefern, geben 
wir znnaobst knrz zusanunenfassend die dber BadikalgrSfien frtlber e> 
boltenen Besnltate (§ 22, S. 27) an. 

% 167. Wir geben bei der Bildnng einer BadikalgrSfie Yon einem 
gegebenen KOrper K ans. Das durcb ibn bestimmte Gebiet erweitem 
wir dnrcb Hinznnabme, „Adjnngiemng^* einer GrSfie die nicbt zn 
K gebCrt, YOn der aber eine Primzablpotenz etwa mit dem Expo- 
nenten jp^ in £ Yorkommt, so dafi 

< 1 ) 

isi^ wo eine rationale Fnnktion im Edrper JSl bedentet. Ans dem 
durcb JE" nnd festgelegten E5rper JE) treten wir dnrcb femere 
A^^jn'ngift'mng eiiier Wnrzel einer binomiscben Gleiobnng Yom 
Primzablgrade jp^_i 

(la) 
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in emen wiederum erweiterten KSrper v,; JE); und so gehen 

wir fort bis zu den SohlnBgleichtingen 

1 ■“ ^ 8 ; ® 4 > • • •» 

So entsteht der Koiper ® 3 ; •• •> JE). Jede in diesem 

£5rper enthaltene GrSfie x ist darstellbar in der Form 

wobei dnrcli VerTrendnng der Definitionsfonnel v.^ -*» ZSbler nnd 
Nenner des Ansdmokes so rednziert werden kSnnen, da3 koine hobiere 
Potenz Ton o, ids die anftritt. Dio sowio die sind 

dabei Grdfion des KSrpers (v,, Femer haben wir 
gezeigt (§ 60, S. 70), daS nnd wio die obige nacb gebroobene 
Form Ton x in eine naoh ganze Form von der Q-estalt 

(2) a — Zq 4- + ZgVi* + • • • + 

ftbergeftlbrfc werden kann. Die Z„ sind GrSBen des Koipers («j, Vg, . . ., ; F) 

Wir kSnnen die Darstellimg des x nocb water vereindBaobeio. Bs 
sei l„Vi“ eins der in der obigen Darst^nng Yon x auf l„ folgenden, 
nicbt vasobwindenden Glieda. Wir fttbren dann eine none GrSfie 


ein nnd haben ftlr sie 


w'l - Wf 


Vi, . . .) - ® • • •)• 

Nnn bestinmien wir zwei ganze Zablen r nnd s, ftlr die ar ■“ 1 
ist, was naob den Elomenton der Zablentheorio stots angebt, nnd er- 
beban die vorlotzto Gleibbnng ia 6ie f*® Potenz j dabei folgt 

der Eeihe naob 

«>i'‘ - W - ; 

% gehBrt dom JESiper (vj, v„ . . ., v/, JF) an. Tn^en wir den Wert 
von in den Ansdmok (2) a? ein nnd berfloksiobtigen — laV", 

BO entstebt die Form 


(2»)- { 


iTi* — Oj, . . ., V,; F). 


Man darf somit in da Darstellnng der GrSfle x das Vj ans (lb) dnrbh 
asetzen nnd gelangt dadnrcb zn (2). 
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§ 168. Fdr uzLBeren weiteren Gung branohen wir einen znerst 
Ton Abel ansgesprocbenen Hilfsaatz (Oeuyres, 6dit. Sylow et Lie, 
n, p. 228), der folgendermafien lantet: 

Bedentet jp eine Primzab.1 und foj fit • ••> fp-lt f eine Beihe 
Ton Gr5ben eines gegebenen KSrpers K, so folgt ans dem 
gleicbzeitigen Besteben der beiden Gleiobnngen 

f f,+fi«> + f, «• + ■■■ + 

\ • vfl-f-0, 

dafi entweder fat fit f%t • • •> fp~-i einzeln verscb-winden, oder 
dafi eine der Wnrzeln der zweiten Gleiobnng (3) dem EOrper 
K angebSrt. 

Sind zJimlicb. nicbt aUe GhrSBen fat fit • • V fp-i gleiob NuU, dann 
baben die Polynome der beiden Gleicbnngen (3; einen gemeinsamen 
Toiler, der als Diyisor des zweiten Polynoms die Form 

to*" + ■+ h giV>^ + go 

besitzt, in der aUe ^g, . . ., g^^i dem E5rper K angdi5ren. Setzt 

man ^ese letzte Fnn^on gleiob NnU, so entstebt eine Gleicbung, 
deron Wnrzeln nntor denen ron w** -= f vorkommen. Ist 'Wj^ eine der 
Wnrzeln dieser binomisoben Qleiobnng, so Bind alle Wnrzeln der- 
selben dnrcb die Beibe 


tPi, 0*Wi, . . ., 

gegeben, wo a eine primitlye Binbeitswnrzel bedentet. Danaob wird 
(3a) i^o “ ± 


Nnn kOnnen wir zwei ganze Zablen »*, s finden, die der Bedingnng 
mr -{-ps 1 genUgen. Erbebt man die Gleiobnng (3 a) in die Po- 

tenz, so ergibt slob 

und darans dann 


Es ist also wirkUob die Grofie als eine Wurzel Ton — jf in 

K entbalten. 

§ 169. XJm zn dem gesteokten Ziele zn gelangen, nebmen wir 
BOf die Tprgelegte algebraisobe Gleiobnng 

(4) :f(sB).’mO 
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Bei anflSsbar im Sinne des § 166, ttnd 

(&) I - ^ + H h 

eine Hirer Wtirzeln. Setzt man (5) in f(x^) *» 0 ein nnd ordnet das 
Biesnltat nach. Potenzen yon dann kairn man (4) in der Form 
Bohreiben 

Kq “I" + • * • + “ Oj 

nimmt man dazn die Definitionsgleichnngj uo^ so lafit siob 

anf beide Gleiobungen der Abelsoihe Hilfssatz des yorigen Para- 
grapben anwenden: entweder iat eine Wnrzel yon Wj^ ■» ration^ 
im ESrper (vj, Vg , . . £); oder es ist als zweite Mdglicbkeit 

(6) jb;-.o, s^-o, x,-o, ..., ^.1-0. 

Im ersten Falle ist (He Einfabrang yon nnnStig, wenn bereits 
eine primitiye Einbeitswurzel dem ESrper augebort, nnd die Dar- 
stellnng yon ISifit sicb yereiniooben; ist (He BarsteUung scbon m5g- 
liobst einfacb, so kann dieser Fall niobt eintreten. Wir nebmen des- 
wegen im, die 2 ^ AuflSsung yon (4) etwa notwendigen Einbeits- 
wurzeln seien yon yomberein dem Korper K adjungiert, imd die 
BteUang der Wnrzel sCx sei einer weiteren Beduktion niobt zug&oglicb 
Dann ^tt die zweite obige Eyentnalit‘dt ein, lant deren das Gleiobnngs- 
system (6) erfClllt ist. * 

Setzt man in /'(^) statt den Ansdmok 

(7) aj«+i — ^ + + ftaWi*©!*® 4- * • ' + 

ein, so ergibt siob wegen (6) die Darstellung yon 

(«- l,2,...,jpi-l); 

folgliob Bind alle GlT86en (7) Wnrzeln yon (1). 

Multipliziert man jedes ce -■ 0, 1, 2,,...,jpi -- 1 

nnd addiert die Prodnkte, so liefert die Snmme 

d. b. die BadikalgrSfie ist eine rationale Fnnktion dw Wnrzeln 
yon (1), wobei €9;^ sohon in £ yarkomtnen kann.. 
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Denkt man sioh ferner in dem Ansdrnoke 

Ct 

alle Permntationen der Wnrzeln x„ der GHeiohnng f(x) — 0 gemaoht, 

80 ist das Prodnkt aller dieeer Ausdrfloke eine ganze Fnnktion Ton 
deren Koeffizienten symmetriBolL in den Wnrzeln von (1), also bekannt 
Bind. Bezeiclinet man diese Fnnktion mit so hat die G-leiohnng * 
ff{y) ""0 eine Wurzel y^ von der Form 

yi — ^ 4- + AjVj* H h 

Hier kann man znnachst dnrch ein ersetzen, so daB 

nnd hierin 
(9a) 

wird. Wendet man anf die beiden letzten Gleiohnngen (9) nnd (9 a) 
die zn A-nfimg dieses Paragraphen gemachten Sohliisse nnd Folge- 
mngen an, so sieht man, dafi wie so anoh eine ganze Funk* 
tion der Wnrzeln von f{x) — 0 ist. 

In derselben Weise kftHTi man fortfahren nnd kommt dabei anf 
'oine Beihe von BadikalgrSBen, w^j die samtlich gauze 

Fnnktionen der Wnrzeln x„ dra Gleichnng f(x') — 0 sind, nnd zwar 
derart, dafi die Potenz von (wo jp„ eine Primzabl bedentet) 
anm Koiper (Wa+i, • • •, *^r» •^) g®li5rt. 

§ 170. Diese Darstellnng gewahrt die MSglichkeit, den Fnnda- 
ment^atz zn beweisen: Die allgemeinen Gleiohnngen von 
hSherem als dem vierten Grade sind nicht dnrch Wnrzel- 
ansziehnngen ISsbar. Bei einer etwa mdglichen Anflosnng ware 
* 80 vorzngehen: Der nrsprtLnglioh gegebene Forper Kf dem die Koeffif 
zienten der Gleichnng f(x) ■=> 0 angehSren mtlssen, nnd dem die pri- 
mitiven Einheits wnrzeln, soweit sie notig sind, angeh5ren soUen, nm- 
fafit bei einer allgemeinen Gleichnng (d. h. bei einer solohen, bei der 
keine Belationen nnter den Wnrzeln statthaben) als Fnnktionen dieser 
Wnrzeln nnr die symmetrisohen; denn sonst w&re eben eine Relation 
vorhanden. Zn einer Erweitemng des Rfirpers K ftlhrt die Adjnngie- 
mug der Wnrzel to^ ans einer symmetrischen Fnnktion Naoh 
§ 160, S. 196 iat dies nnr mSglieh, wenn — 2, also to^ altemierend 
isi Eine entente Erweitemng Sles Edrpers wtlrde die Existenz einer 
mehrwertigen Fnnktion fordem, von der eine Priiuzahlpotenz 

zweiwertig wird. Efaoh § 161, S, 198 gibt es bei mehr als vier 
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Mementen keine deiartige Funktion. Folglioli ist in diesem Falle 
eine Erweitenmg des Kdrpers fiber dae Gablet der zweiwertigen 
Funktionen binans niobt mebr mSgliob. Damit ist die Bebanptrmg 
erwiesen. 

Zngleich bat sicb gezeigt, dafi bei jeder auflosbaren Gleicbung 
die innerste Irrationalii^t, d. b. die bei wirklicber numeriscber Be- 
reobnung znerst auBznfQbrende; die Qnadratwiirzel ans der Diskrimi- 
nante sein wird. 

§ 171. Der italienische Matbematiker P. Ruffini (1766 — 18^) 
war wobl der erste, der die Unaufldsbarkeit der Gleicbmigen Ton 
boberem als dem vierten Grade zn beweisen yersucbte; dies gesobab 
1799 in seinem Werke ,,Teoria generale delle eqnazioni; in cni si di- 
mostra impossibile la soinzione algebraioa delle equauoni general! di 
grado snperiore al quarto". Sein Beweis ist aber insofem unTollsiSndig, 
als der Satz ans § 169, SobluB obne Begrfindung bleibt und als selbst- 
yerstandlicb benutzt wird. — Aus einerBemerknng ypn C. Fr.Gaufi kann 
man scblieBen, dafi dieser im Besitz eines Beweises gewesen sei; er sobreibt 
(Werke III, p. 17, Z.2 y.u.): ^Forsan non ita dil^oile foret, impossibili- 
tetem [solutionis] jam pro quinto gradu omni rigore demonstrai'e, de 
qua re abo loco ^squisitiones meas fdsius proponam." Dieses Yor- 
baben bat siob freilicb niobt yerwirklicbt', und so war es H. H. Abel 
yorbebalten, den ersten zwingenden Beweis des Theorems zu yeroffent- 
liobeu (Joum. f. Matbem. 1826, Bd. I, S. 66); ihm sind wir im yorauf- 
gebenden gefolgt unter Benutzung der yon L. Krone ok er gegebenen 
Prfizisierungen und Yereiofaobungen (Berl. Monatsber. 1879, 8. MSrz) 
zum Abelsohen Beweise. 

Des weiteren wfirde siob die TJntersuobung nun naob zwei Ricb- 
tungen zu erstrecken baben. Eiumal wfirde es sicb um die Tbeorie 
der auflSsbaren Gleicbungen bandeln: worm besteben ibre obarakte- 
ristiscben Eigenscbaften? wie gestaltet siob die aUgemeine Form ibrer 
Wurzeln? usw. — und andererseits um die Tbeorie der nicbt durob 
Wurzeln iSsbaren Gleicbungen, wobei als eine der wicbtigsten Fragen 
siob die berausstellt: welobes sind naob den binomisoben die einfaobsten 
HibEsgleicbungen, auf deren Losung diejenige umfassenderer Gi'uppen 
yon b9beren Gleicbungen reduziert werden kann? — ^ Diese Unter- 
sucbungen wfirden aber aus dem Eabmen der „GTundl6bren" beraus- 
treten, so daB wir yon einem naberen Eingeben auf sie Abstahd 
nebmen mfissen. 

Dagegen woUen wir die neu gewonnenen Ansobauungen fiber die 
mebrwertigen rationalen Funktionen der Wurzeln einer Gleiobung zu 
einer yon den frfiberen yersobiedenen LBsungsmetbode der kubiscben 
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tmd der biq^nsMlratisclieii Gloiohiiiigeii Yerwenden. Die Methode Btammt 
Yon Lagrange (OenTres, Tome Vill, p. 143). 

§ 172. Wir geben Yon der Gleidning 

~ Cl®* -h c^® — — 0 

mit den Wnrzeln x^f Xgf x^ anS) deren Bynunetrisdie Fcmkiiionen dnroli 
die c^f Cg, Cg rational daratellbar, also bekannt sind. Zn eiaer Brwei- 
terung des Rationalit&tabereibbeB gelangen wir durob Adjnngierung der 
Qaadratwnrzel ans der Diskriminante 

A — (®i - ®8)*(®, — ®8)*(aJ8 -*• 

(4cj® + 27ci*) + 18ciCi,<^ + CiV — 


"|/A iet dabei eine nicbt einwertige Funktion Yon x^j x^, Xg^ deren 
Qnadrat einwertig wird. Jetzt geboren aUe zweiwertigen Fnnktionen 
zum Rationalitatsbereibbe. Ftlr eine noobmailige Brweitening iat die 
Frage Yon entscbeidender Bedentnng, ob ea eine mebrweitige Fnnktion 
Yon drei Elementen ®i, ®g, Xg gibt, Yon der eine Potenz zweiweridg 
wird, ohne dafi sie selbflt ee ist. Dnrdb die Existenz der Beohewertigen 


Fnnktion 


9?i «• ®i + ro*®s + 



wird die Frage bejabt, denn es wird, wenn wir fif ■■2^* — 9(^C| + 27<^ 


setzen, 

9?!® — -^(201® — 9<^Cj + 27 cb + Sy — 3 a) 


_i(S+3V':^ 


zweiwertig. Ebenso liefert 

9, ®i + axg + a)*®B 

als dritte Potenz 

Abb den diei GHeiohungen, m denen man bo gelangt ist, nUum 


x, + ffl'a, + ax, - j/4-(S+ sy- 8A), (i + o + o'-O) 
+ nXji + no^Xg ^ ' 31'^-“ 3 A) » 
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findet man durok Eombinatiou 

■[/■f(S + 3V'=3A)+ j/4-(S + 3l/:r3S)J, 

»B “ T [“^ + ®‘ + ® ~ 3 V^;r 8 A) 

nnd hat daxnit die drei Wnrzehi der vorgelegten knbisohen G-Ieichung 
als BadikalgrdfieiL erlangt. — 

§ 173. Ftlr die Losung der allgemeinen G^leichung yierten Grades 

— Cl*® + — c#® + C 4 , — 0 

mit den Tier Wnrzeln ist zunMiohst der t^ergang yon den 

einwertigen zn den zweiwertigen FnnMionen dnroh die Adjungierung 
der Qnadratwurzel ans der Diskriminante zu yoUziehen. Femer gibt es 
flir yier Elemente Oht seohswertige Fnnktionen, wie z. B. 

9 — (^ 1 ^ + ®8»4) + a>(a?l ®8 + 



deren dritte Fotenz 9 ® — ^ zweiwertig ist, 

^ - Qs^Xj, + x^x^y + (Pi^ + iPsaO® + + XiXty 

+ 6 (a-i«a + 

Es reidb.t also bin, % die dritte Wurzel ans zum B^tionalitftts- 
bereiche hinznzuuehmen, nm alle Fnnktionen der dnroh tp oharakte- 
risierten Gattnng rational bekonnt zn maohen. Die zu q) gehorige 
Snbstitntionengmppe besteht ans den yier Snbstitutionen 

^ 

\XfiXiX^x^/ 

Zn derselben Gmppe gehSrt, nnd ist demnaoh rational dnroh g) 
dorstellbar das Quadrat der Fun!l^on 

% - (ajjfl?, — 

wShrend ^ nnr fUr die beiden ersten jener yier Snbstitntionen sioh 
nioht &ndert. Dnroh Adjnngiemng der Quadratvmizel ans der als be- 

ZTattoi Algtbxa . 14 . 



SJIO Viersi'hnies KitpitvX. 7)i« AufUishtrbt'it utffcImtMtrr OMt^ungm 

kwiut angOBohenou Funktion «>“-» ‘k*r lJuttuiig siwf 

w«rtiger Funktionuii init <l<ir (irunpo */.\vt*itor Ortlmmg 



lOndlich Imt di<' Fimktion, »lw in tlnii j-j, .r^ liwmngt'n n 
liuoar gostaltnt idt, tminlinh 

t - .1*1 -k ix.j, ■ i.r^ (/ . .. 

24 Worte, die «Umtli«di '/.nr gloirluMi (iruppn gchiinm (dio liinr s 
idontiBolum SuliHtitutitm /.iiHamnmnBtdinniipft). Dalmr ist jodnr i 
24 Worto vnn % durch jnd«n antlornit tuiinr iUnnn riititmal darNtnllL 
Gattungen, din alio ktmjngou Worl.n idnnr Fuuktitm onihaltiiii, bo ( 
jedoi* ikror Worto duroli jedon a»nlonn» iinttT ihiioii nitioual auH 
drllckt wordoft kaim, hoitioii Gal«»iBHrlu.* ilattungim. 

Dio Fnnktion x* gohiirt /.u dorHtdlion Gruppo wit* jj, int also 
kaunt, uml dio Adjtmgittrung dt‘r Quadrat\vur/.td ann ihr nuieht mi 
jodo gatmo Funktion vtm .r,, m tduor riiiiona) bokauut 

inabosoudoro dio vior (hdtUon flolb^^r. Dumit ist danii dio LSat 
der biquadiTitiHchon (Deitdiung vnUondot. 

Wir hiiitoii doii Gang dor IiuHnng luudi noidj auditra i’nhnm kdur 
indom wir unH dundt dio KxiHioiVA di*r ant Kitdo doH vurigttn Fapi' 
aiigogobeuon aocliBworiigon Funktion von vior l'!lnnt»nton hill ion loi 
las Ben. 


FUuiV,oUnioH Kapitol. 

Transfomatioii. Invariaiiten laid Kovariantei 
Quadratiaclu) Kormoii. 

^ 174. Wir bubnu gologontUoh in tdnor Funktion f\x) an Si 
doT Unbokanntou x oino anduro nnlmkitnnio // t*ingoniUrt*, mo boi 
Bohandluiig dor Gltdtdiungon /.vvttiloii, tlrii-ttni und viorttm (iradoM s 
Zwook dor Fntfornung iltroH /.wotitMt GU(Mb«M, ho btn don ro7.ipro 
Gloicbungtui zum Zwook dor nmdvoniiindonmg. Wir wtdbm oine bo] 
Operation dor Andorung dor titiitokannioii ttdttr dor Vuriablon, glo 
gttltig ob OH Hioh utu oino itdttr uut moliroriA attltdto handolt^ i 
TrunHfortnation nonnon. Dan aUgiunoino, bionnit vorbundeno : 
blom ist nlHo daw; in dio gogobono Funktion /’(d*,, a 

dor X dio durcb dio m gogobonon (Ibdidiuugon 

Vu *** • ' *> ^m) **• 
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definierten y einzatragen und die dabei anfinretexide Funktion 

■^(^17 y»7 2^87 • • •. O - »8» aT»7 • • -7 O 

za bestimmen. 

XJnter diesen' Begriff der Transformation fallen die im vongen 
Kapitel behandelten Substitntionen; denn man kann die Snbstitution 

^ ^^7 *8 7 \ 

'®i^7 *0^7 *0^7. ■ • *7 

dnrch die Aufeinanderfolge der beiden Transformationen 
ersetzen. 


§ 175. Zunacbst wenden wix uns dem FaUe m « 1 zn nnd 
setzen dabei 


(1) 


/■(a;) — ic" + 1- c„_iaJ + c,, 

y — Mj, + Mi'aj + «JJ»* H 


Dafi in dem Ausdracke fiir y keine Glieder mit hdheren Fotenzen 
Ton X eingetragen sind, ist keine Einscbrankung, da siob af, af 
a!"+*, ... mit Hilfe yon f{x) — 0 duroli die Potenzen mit den nie- 
dngeren Ezponenten ansdrdcken lassen. Es kommt jetzt daranf an, 
auB den beiden Gleiobnngen (1) die GxSfie x zn eliminieren. Dies 
gesobiebt dnrcb die Bildnng der Besnltanten (siebe Eap. 6) beider 
Gleiobnngen (1) 

n Zeilen, 


[ (» — 1) Zeilen. 


Ans dieser Form erbellt, dafi F{y) eine ganze Fnnktion Grades 
in 2 ^ ist, so daB man setzen kann 

(2) F(^) — ^ + + h + 0^. 

Hierin bedeutet jedes 0^ bomogene Fnnktion der Dimension a 
in den Grdfien Mg, 1 %; tt,, . . ., 

Man kSnnte nun yersnoben, dnrcb gescbiokte Wabl der EoeM- 
zienten Mg, %, Ug, ... in (1) einige der Eoefdzienten in (2) znni 

U* 




Mo-y 

«1 

tig ... 

0 

1 

... 



• ■ • 

0 

Cn 

^n-1 ■ • • 
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Yersoliwindeu zu briugen. Deu einfachsten Fall, n'dmliolL doB 
ist, Imbeu wir schon frQber dadurcb erledigt, daB wir sotzten 

Cl I I 

Dadurch ging (2) Bber in 

(2a) i/* + Cij5r““ + Oj?/"-® H 1- + 0„ 0. 

Dio Angabe dei* Tranaformation (2) und ihi*o Verwondung zur Ver- 
einfaobung der vorgolegten GHeiclanng (1) rflbrt Ton E. W. v. Tachirn- 
liauHou (lOJU — 1708) her. Hire Anwondniig auf Gleioliungon lUnilen 
Gnidoa atnmmt von dem achwediachen Mutiliomatikor E. S. Bring 
(17B0 — 17l)B)j das Jahr der Yei-oifentliclmng iat 1788. Dio Ent- 
decknng Brings geriot in Yergessonheit, bis sie C. Hill iin Jahre 
188B wieder ana Lioht zog. Hi^durch wurdo gloiohzeitig die Prioritiit 
Brings gugenilbor doiu Englander Jerrard gewtUirt, deaseii Uuter- 
auchiingen ana 18B4 stammen. Hire Besulfcate sind, bozogen auf die 
Gileiohungon fnnftuu Grades, die folgendon; Man konn (1) auf oihe 
dor vior Formon briiigen: 

^ jB® -h A «=• 0, -f + -d, «> 0; 

und zwar, abgOHeheu von lineoren TJmfonnnngen, durcli die Auflbsung 
oilier kubisohen odor einor biquadratisobeu Gloichung. Die Fonnen (3) 
ktixLiieu YorteiUiaft fUr die tabellarisohe Losung dor Gloichungon fUnfben 
Grades bonutzfc worden, da bei ibiien niir oin eiuziger Pimimotei* A 
auftriti 

^ 176* An zweiter Stulle betrachton wir die Triuisformation von 

+ • • • 4- (?„ f(ai) 

duroh die gobroolieno linoaro Substitution 

jjp “llV "j" ^1* , 

*11 y 

Hiorbei ist os vorteilhnlt, gobroohene Ausdrtlcko dnrdi die Einitihrung 
vuu homogonon Funktionon, d. h. von For men fern zu halten und die 
Aufgubo so zu ibrmulioron; es soil die biniire Form n*^ Ord- 
uung 

(4) f(Xi, a?,) - CoiCi” 4- V + H + 

duroh die Substitution 



"H 

<hiS/i + 


(ttj 1 — flu <**i ■■ A + 0) 


(6) 
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transformiert werden. Die Bedingimg J. 0 ist oharakteristiscdi 
dafdr, daB die mngekehrt durch die aaagedrdckl werden 

konneiL Das Eesultet der Transformation sei 

/oC^i; ya) - Vyi" + Vyi"“^ya' + Vyr"*ya* + ■ • • + 

Hier tritt nnn eine neae, besonders wicbtige Funktionenbildimg in die 
ErBobemxmg, die der Invarianten. Bin PoLynom I der Koeffi- 
zienten Ton (4) beiBt eine Inyariante yon (4); wenn eine 
Gleichnng yon der Form 

(6) I{c ^ ; ; • • •; O “ ■ * '} ®aa) ’ O 

fdr alle Systeme der c nnd der a gilt. 

Es lilfit sibh nackweisen, dafi ^ also dafi 

(7) I{c ^ , CjL ; . . c„') — u4* • J(Coj O 

wird; X beifit das Qewicbt yon J. Ist x»0, dann beifit I eine 
absolute Inyariante: 

(8) J(Co ; cj) "■ Cl; • • •> Cj. 

§ 177. Wir leiten einige Eigensebaffcen der Inyarianten ber. 

Die Inyariante I ist in den Eoeffizienten c„ der Form f 
bomogen. Denn wenn wir die Substitution aJi —» iCg “ lyj auf f 
anwenden, dann wird A* gleiob und daber wird ^e reobte Seite 
yon (7) und nucb jedes eiuzelne Gilied der linken durob die (2x)*® 
und keine bbbere Potenz yon X teilbar. Nun wandelt die soebeu an- 
gegebene Substitution f va ya)> jedes in um. 

Folgliob ist die Dimension jedes Gliedes yon 1 gleicb (2x:n); und 
das ist bei alien Gliedem yon I die gleiobe; i^o ist 1 bomogen. 
Die Inyariante J ist in den Eoeffizienten c„ der Form f 
isobar. Denn wenn wir auf /*(%, die Substitution ai — • J/i; — ly* 
auwenden, dann wird A* «■ k* und daber die reobte Seite yon (7) 
BOwie auob die einzelnen Gbeder der linken durob die x^ und durob 
keine bdbere Potenz yon k teilbar. Nun wandelt die soebeu ange- 
gebene Substitution die Form f in 

- OoVi + -1- V 

+ + ■ • • + 

also jedes in um. 1st jetzt 

const. . . . C*n 

ein beliebiger Summand der Inyariante fit; ...)» so der ent- 
sprechende Summand yon J(Co', ri/, . . .) gleicb 
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const. . . . c"« • A? 

((» — Oajj + lai-i-Sas + SasH f-waj* 

nnd wegen (7) wird q^x. Damit ist der Beweis des ansgesproclieneii 
Satzes gelieferi 

Die Inyariante I bleibt, abgeseben von ibrem Yor- 
zeichen, ungeandert, -wenn man in ihr jedes c„ durcb 
ersetzt. Das folgt dnrch die scbon zweimal benntzte Methode aus (7) 
imter Verwendung der Substitution = 

§ 178. Ist non, in ibxe Wurzeliaktoren zerlegt, 

f9) I ■■ «o(* - «i)(® 

und dabei' 

(9a) 1 - “i®«) (% - ■ (®i - “»“»)> 

I ft) - «o(yi-«ift)(yi -ftft) • • • (s'i-».ft), 

wobei 

I®! ■= m + 'Jft 

ist, so dejdnieren wir als Diskriminante der Form f(xi, x^ 


[ad — jSy — -4 + 0], 


(10) 

lind bebaupten: Die Diskriminante ^der Form f ist eine In- 
yariante yon f. 

Um das zu beweisen, betraobten wir einen dei‘ in (9 a) angegebeneu 
Wnrzelfaktoren yon f, etwa 

ai - “ («yi + M - »iXyPi + 




nnd erseben, daB der letzte Bruob gleicb 

"" a — Vm" 

gesetzt werden kann. Daraus ergibt sicb weiter 


(p- 1 , 2 , 


. ***° ~^ _< »!.-** « 

P f/ “ a — yu^ a _ y (a ^ y — y 
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Femer hat maa die Beziehungen 

Co' — AO-f 0) ^ y) ■“ ^(« - y «i) (« — y“s) •••(«- y«„) , 

ond aas den letzten beiden ReBultaten folgt 

Damit let die Behauptung bewieaen: Die Inyariante D(/) » I ist 
vom Gewichte n(n— 1). 

§ 17d. Wir geben einige Beispiele: FUr n «- 2 and 
f - + Cs V 

■wird 

D(/) « CoCj — 

Fflir w — 3 imd 

wird 

D{f) •*=■ ^ 0 *^* — 4 * 36 ‘jl*«^*. 

Fttr n — 4 and 

4Cj<35j*fl!j “I” "f“ 4" 

gibt 68 die beiden layarianten * 

n 4” Scji*^ 

Co^s* "" ^^4, + 

unter deren Benntzung eioh anch die Fnnktion 

D(0-V-27J,> 

yon der Dimension 6 ale Diskriminante ergibt. 

§ 180. Der eingefiihrte Begri£ der Inyarianten l^t zanaehst Er- 
weitffl^gen naheliegender Hato nadh zwei Bichtnngen zu: einmal 
dnroh Yermebrung der zn transformierenden Gleiohnngen, einmal dm’oh 
Yermehmng der Yariablen. Y7ir yereinigen beides and sagen: Sind 
m Formen yon It Yariablen x^ x^, . . ., mit den Koeffi- 
zienten Z>q, & 9 , . . bzw. . . . 

gegeben, 

b(iCi, x^i .-.f 

die dnrch die hoznogenen linearen Substitntionen 

(11) - o^iyi 4- 4- • • • 4- (» - 1, % 3; . . *) 
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mit nicht yerschwindender Determinante 

fibergeftlhrt warden in die Formen 

/i(yi; y*) ^0 » » • • •); ‘ yjci ^ f ^ f • ’ •); 

^(yi; y>; • ■ V y*5 ^ > • • •); ■ • V 

BO lieiBt ein Polynom^ das der Gleiclinng 

■^(^0 ; ^1 » • ■ ^ ^ j • j ^oj ^ 

" ■ -^(^0; • • • > ■ j ^o; • ■ 0 

gentlgt, eine simultane Inyariante der Formen f, gj hj .... 
Der Exponent x hei£t das G-ewioht der Bimultanen Inya- 
rianten I. 

Ais Beispiele mdgen zun&ohBt die folgenden dienen: 

I. f= \x^ + 2\x^Xi + 9 = + 2e^x^x^ + c,a^>. 

Die YerwendTing der Snbstitiition (11) fObrt auf die Darstellimgen 

V “ ^o«* + 26ifl:y + + 2ciay + 

6/ - \a§ + 6i(aJ + ^y) + b^yd, q' — <?oa/8 + Ci(ad+/Sy) + (^yd, 

V “ + 2&a^d + &,d», + 2ci/5d + Ci,d>, 

nnd liefert darans, wenn wieder A^"\afj\ ist^ 

bo'c,' — 2 VCi' + bj'V — ■^“(boei — 2b, Cj + bjt^,), 

BO daB man dadurcb die Fonktion 

bj)<Tj — 2b, + bg^Q 

als simultane Inyariante der beiden binSren quadratisohen Formen f 
mid g erkennt. 

n. Wendet man (11) anf das System der h linearen bomogenen 
Fmiktiouen 

fj “ hi^ + + • • • + (;- 1,2,8,...,*) 

an, so findet man die Gleiobmig 

Die Determinante der b ist also eine simultane Inyariante der f^. 

ILL Die Eesnltante beiden binEren Formen f 

nnd g ist eine simultane Inyariante fdr sie. Der Beweis dieses 
Satzes lauft dem fElr den layariantenebarakter der Diskriminante B{f) 



SimuUane Invarianten. Kovarianten 


217 


in § 176, ScKLufi gegebenen dnrchanB parallel, so dafi ea niobt nStig 
ersdheint, ihn ansfQhrlicb vorzutragen. 

§ 181. Eine Erweitemug des InYariautenbegrifEiBB wird anob dnrdh 
folgende Definition herbeigeftlhrt: Ein Poljnom K von 2*^^ 

mit Eoeffizienten, die ganze Fnnktionen von Z>o, 5^, . . 

e7o, . . . sind, beifit eine Eovariante von /*, p, A, . . 
wenn es der Gleiobnng gentlgt 

^*5 ^ 0 » ; • • •» ^ • 5 ^0 ^ ^ 

■— A9 • Xj^j . . ajjj &o, hif . . .j Cq, • . .5 ^7 • • •)• 

Q beifit das Gewicbt der Kovarianten K. 

Die quadratisobe Form der x^, x^ 

Z - + («(><% 
ist eine Eovariante der knbiscben Form 
f(P\7 «9) “ 

derm dnrob die lineare Substitntion (9 a) geht f liber in 

, . «o'yi® + ^<h!yx^yi + 3c,Viys* + 

wobei 

V — Cott® 4- 3qaV -f- 3c^ay® + c,/, 

— (Co«“ + Cay*)l8 + 2(Ci/J + <^d)ay + (Cia^ + Csy®)^* 

Cj' - (<b/3* + Cgd*)^^ + 2(Cia + Cay)/3d + (Ci jS* + (Sad*) y, 

V — + 3<^j3*d + 3(^/3d* + 

nnd fiber in 

(W + (oiV- Oy«‘ - 4* • jr. 

Ale zweites Beispiel fQbren wir die sunnltane Kovariante der 
beiden cpradratisoben Formen, xmmliob 

+ 2 oj^x^Xi + c,a>g* 

an, die die Gestalt bat 

(fioXi + \Xt)(ciX^ + ^ (JbtX^ + h^x^Xo^Xi + OiX^) 

IqXi + h^x^ \Xi + bijE^ 

CoXi + OiXf CiX^-^C^Xs ’ 

§ 182. Sind J^, J'g, . . . Invaxianten einer Form oder zum 
Teil Oder sfimtlicb simnltane Xnvarianten mebrerer Formen, so wird 



218 


FOnfsehntea KapitA. Tramfm'mabion u8to. 


bei beliebigen posltiyeii ganzzablLgen Ezponenten a, P, y, .. . ( 
Prodnkt 

const. Ji®// J’ b’' . . . 

gleicb.falls eine InTariante; ibr G-ewicbt ist gleich der Summe der C 
wichte s^tlicher Foktoren. Femer ist die Summe solcber Fote: 
produkte eine Invariante, falls nnr die Gewiobte ihrer einzelnen Sn 
manden den gleichen Wert besitzen. Es fragt siob. mm, ob aus d 
\ne nachgewiesen ist, nnendlicb vielen Invarianten eines Formensyste: 
in jedem Falle eine endlicbe Anzabl von Invarianten ausgew^t word 
kann, dnrob die eine jede Invarl^te des Systems als rationale gai 
Funl^on dargestellt warden kann? Diese Frage ist zn bejaken; m 
nennt eine Oesamtheit von Invarianten, dnrcb die jede ration 
ganze Invariante des Systems rational und ganz ansgedrtlckt werd 
kann, ein vollstandiges System der Invarianten des Forme 
systems. 

Yon Kovazianten gilt das gleiobe. P. G or dan bat dies 
Fnndamentalsatz zum ersten Mede bewiesen (Jonm. f. MatL I 
S. 323, 1868). 

Ftir die binure quadratisobe Form 

/■— Co®* + 2cia;2/ + Cjy* 

bestebt das veHstanclige Kovariantensystem aus f aUein; das der ! 
varianten bestebt aus dnr Diskriminante 

Fcir die kubisobe Form 

/"— Co®« + 3cia;*y + 3(^®y* + 

treten zu der Eovariante f noob zwei andere Eovarianten, namb'cb 

S - (co<^ — 4- (eo<h — + (c, Cj — c^^)y\ 

Q " — 3co<^t^ "f* 2Cj*)®* "I" 4" ^i*^)®*y 

— 3(Co<^Cj 2cj*Cj -j- i^Cj*)®y* 4" 

und als Invariante nocb die Diskriminante D vou f 

B - — 6coCiC,c, + 4coC,® + 4cj®i^ — 3Ci>Co* 

Die. vier Formen f, JDj JJ, Q bilden dann ein vollstandiges Sysb 
der kubisoben Form f. 

Hierbei Bind diese vier Formen durob die nacb Cayley benam 
identiscbe Gleiobung 

(3> + 4B» + D/* - 0 

miteinander verkntlpft. 
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§ 183. Wir wenden jetzt die Tlieorie der Transformation auf die 
quadratischen Formen an. Unter einer qnadratisclien Form von 
fi Yariablen verstelien wir einen Ansdruok yon der Gestalt 

(lla) f {.K ft “ 2, 3, . . w), 

X,fi 

in dem die aj„ Variable nnd die reelle Kon- 

stante bedenten^ die den Bedingungen tmterworfen sind. 

Kommt es xms daranf an, die Yariablen kurz anzudeuten, so sobreiben 
wir f{ai) statt f. Yon groBer Bedeutimg fttr die Natur der qnadra- 
tisohen Form ist die Determinante 

— 1, 2, 3, 

sie beiBt die Determinante der Form f\ A ist eine symmetriscbe 
DeterminEmte ((6), S. 11). Die A^jnnkte yon a;i in .A bezeicbnen wir 
mit Aj^^\ dann ist 

(wenni-p) 

* t\ f 3 1; 2, 3, . . ., n). 

— 0 (wenn A^fi) 

§ 184. Wir fairen nun eine lineare Transformation der Form f{sB) 
duroh, indem wir 

(llb) JS^x^Vx (^7/t— 3,...,«) 

setzen, macben aber dabei die Yoraussetzung, dafi die Determinante 

l^Xfll'^ ^ (^; ft ■" I 7 2, 3, • • 

yon Null yersobieden sei. Dann konn man nSimlicb die Substitution (11) 
nmkehren und die y durcb die x ausdrtlcken. Ist 0;^^ die Adjunkte 
yon in 0, so wird 

(lie) (^7ft“l;2,3,...,M). 

fi 

Tragen wir (11) in f eiu, dann entstebt die aus ^(y) trans- 
formierte quadratisobe Form 

(12) g{y) - ^^Xfiyayfi (^; ft - 1, 2, 3, . . ., n), 

X,ju 

in der 

(12a) 

zu setzen ist. 

Die Determinante der Form g(y) ist dabei 

^ ■" I 1 (^ ft ■■ 3, . . w). 

Wir bebaupten nun, daB die beiden Determinanten C und D yon 
gleiobem Bange sind. 
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Maa erkemit znnaohst sofort die Biehtigkeit der Qleiolinng 


• 

•c„i 


• 

•»1« 


Cu. 




•‘^1. 


• ^un 



■ ®n* 



•C«* 





Oder ktlizer in symbolisoher Form gesclirieben 

0‘A-0~-D, 


ans der ersichtlicb wird, dafi^ wenn eine der beiden Determinanten . 
nnd 2) versobwindet, aucb die andere yeraobwinden mttfi, da 0 0 if 

Weiter knUpfen wir an die Gleicbung an 


Cit • • • 0 

• • • • • 

. . . c.. 0 


•••Oln «1 


^1 • ■ • ^fi ^ 


• 


... t;, 0 


0 ... 0 1 



d^i 




^h1 • 

■ ■ <*.. 



■ 

■ ■ 

0 

die Ug, 

• • •» M.; t>i, 


unbestimi] 


(A « 1, 2, 3, . . 


Wir yergleioben nun die Koeffizienten yon auf beiden Seiten. TjitiI 
tritt, abgeseben yom Vorzeiciben, das Produkt 


auf; recbts ein Aggregat ans (»— l)-gliedrigen Determinanten d< 
Elements und daraus folgt, dafi, wenn alle solobe Determinante 
yersobwinden, das gleiobe mit alien eintritt. Es gilt aber auc 
das XJmgekebrte, da man die BoUen yon A und yon D yertanscbe 
kaun; dabei ist g(i/) an die SteUe yon f(x) zu setzen. 

In gleiober Weise iSBt siob das Produkt 


0 0 


«!» Ml «i' Cii • ■ • 0 0 


^«--*««« 0 0 
0...010 00 0...010 
0 ... 0 o il < 0 0 0 ... 0 0 1 

fOr die (n — 2)-roLhigen Minoren yon A nnd 7on JD auswertra; un 


0 

0 ... 0 1 0 

0 ... 0 0 1 
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geht maa in gleibber Weise fort, so kommt man zn dem Satze: Yer- 
Bohwinden s&mtliche x-xeiliigen Minoren yon A, so anch 
B&mtliolie yon D nnd nmgekelirt; odor mit anderen Worten, wie 
behanptet war: A nnd JD kaben gleloben Bang. Bezeiobnet man 
als Rang einer qnadratiscben Form den Rang ibrer Beter- 
minante, bo ist damit be#iesen, daB der Rang einer quadra- 
tisohen Form inyariant ist gegendber alien linearen bomo- 
genen Snbstitutionen mit niobt yerscbwindender Deter- 
minante. / 

§ 185. Fs ist anf unendlicb yiele Arten mdglicb, die Substi- 
tution (lib) so zu wBblen, dafi die transfoimierte Form (12) 

9{y) *= + • ■ • + 

ein Aggregat you Quadraten wird. 

Ist nSimlicb zun’dcbst 0^;^ "H ^7 kdnnen wir sobreiben 

f(x) - dll (» 1 * + », + ••• + a.) 

+ “mV + • • • + 

- ^ + • • • + ^a.)' 

+ (“»-0V + -- ■ + 

L5st man also von f(x) das erste Glled der recbten Seite ab, so bleibt 
zur Reduktion auf ein Aggregat yon Quadraten nur noob eine qnadra- 
tisobe Form yon bSohstens (n — 1) Yariablen zurdok. 

Ist dagegen » 0, aber ein Glied der Hauptdiagonale yon A, 
etwa yon NuR yerscbieden, danu fdbren wir zunEahst die Sub- 
stitution 

- Vh, - Vu - Va «+ 1) 

ana, durob die f(x) in 

s(s) - V + + ■■■ 

dbergebt, nnd dann sind wir imstonde, die Reduktion wie im ersten 
FaRe durob Abtrennung eines Quadrates auf die einer Form yon 
weniger als n Yariablen zurtLckzufObren. 

Sind endliob aRe Elemente der .Hauptdiagonale yon A, d. b. aRe 
fttr 56 — 1, 2, 3, . . n gleiob Hull, dann geben wir so yor; Eb sei 
niobt yersobwindenden GReder yon f] solobe sind 
natdrRob stets yorbauden. Bann f&bren wir die Subetitution 

aus, durob die f(x) in 
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?(y) + + . . . 

tLbergeht, bo daB man auf einen der beiden sobon bebandelten Falle 
znrflokgelaiigt. 

Das Besultat dieser Reduktionsmethode lafit sicli folgendermafien 
auBdrUcken: Man kann jede qnadratiscbe Form f der nVariablen 
.. x^ alB ein Aggregat ron Quadraten darstellen in 
der Form 

■ (13) 9{y) - + 6 , 2 ^ 8 * + + • • • 4- Kvl , 

wobei die y homogene lineare Fnnktionen der x bedenten, 
die BO beschaffen sind, daB mindestens eins der in anf- 
tretenden x in ya+it ya+n • • •> Vm mehr auftritt Aus 

dieser letzten Eigensohaft folgt, daB zwisohen den y keine 
homogene lineare Relation mit konstanten Koeffizienten 
bestehen kann. 

§ 186. Die Elemente der Hanptdiagonale yon p(y) in (IS) seien 
der Reihe nach 

\i • • 'j ^tnf Of 0, . . ,f 0; 

alle b haben zufolge ihrer Bildnng reeUe, von ^nll verschiedene Werte. 
Demnach besitzt ^(y) nnd daher auch f(x) den Rang m, wem der Rang 
einer qnadratischen Form f gleich dem der Determinante \a^x\ isi 
Diese Betraohtnng lafit sich rerallgemeinem. G-esetzt, f{x) wfirde 
dnroh eiue lineare homogene Sabstitiition mit nicht yersch'vnndender 
Determinante E 

wobei (;i,#t-l,2,3,...,w) 

“ I fiA/i I + 0, 

in ein Aggregat yon Quadraten umgewandelt 

m - + vv + + • • • 

dann geht man yon ^( 5 ) yermittels 

*~ ^ “ 1# 3, . . n) 

i 

^erst zn f{x) nnd yon da aus zu 

9(3/) “ + hVt + & 8 %* + • ■ • + Kvi 

fiber. g(y) ist daher auoh eine Transformierte yon %(/0; beide Formen 
haben gleiohen Rahg^ und m' ist gleich m. Wandelt sich eine 
quadratisohe Form durch eine homogene lineare Substitn- 
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tion yon niolit versoliwindender Determinante in ein Aggre- 
gat yon Quadraten nm, dann ist die Anzalil dieser Quadrate 
gleioh dem Range der Form. 

Wir haben scbon darauf aufmerksam gemacbt, daB die m Funk- 
tionen y, die wir durok unaere Beduktionsmethode erlangt baben, yon- 
einauder unabb&ngig seien, d. h. dafi keine lineare Relation 

+ asJ/s H + “ 0 

mit konstanten nicht yeraohwindenden Koefdzieuteu u zwiacben ibneu 
beatebt. Das gleicbe gilt yon den m Formen 0 ^. TJm 

diea zu beweiseii; nebmen wu* ftlr die Substitution; durob welobe 
die s in die y tranaformiert werdeo; und deren Exiatenz nacbgewieaen 
worden ist, ^e Gestalt 

an. Bestande nun eine lineare Relation mit konstanten niobt yer- 
scbwindenden Koeffizienten /3 

H 1" 

so auob 

■ “ 0. 

1C X X 

Da aber die y yoneinander unabbangig sind, so yerscbwinden die ein" 
zebien Eoef&zienten, d. b. es wird 

JPii +JPsi ft + • • * 


JPlmft + Pa’mfia “1" H Pmtn/^m "* 

Diese m lineinren bomogenen Gleiobungen in den baben die uicbt 
yerscbwindeude Determinante P; also kSzmen sie nur befriedigt werden 
(§ 81, S. 97) durob 

ft «=■ 0, ft 0, . . ^Bi “• 0, 

Das widerspriobt aber der Annabme. Also sind die 0 unabba.ngig 
yoneinander. 

§ 187. Solcbe Umwandlnngen eiuer quadratisoben Form in ein 
Aggregat yon Quadraten kdnnen auf tmendHob yiele Arten gemacht 
werden. Greift man z. B. auob nur die Summe zweier Quadrate 

h»i’ + 

berauB und benutzt die Substitution 

yi — + myj, + viij (wv — n#i.+0), 
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dazin entsteht nnter der einen BediDgnag, die anf unendlioli viele 
Axten eifiULbar iat, 

(14) \mn -|- \iiv — 0, 

aus der Form 

hVt + 

wieder eine Samme ron zwei Quadraten 

Hierbei tritt nxm eia bemerkenswerter Umstand zutage. Aos der 
Identitat 

-f “ (pj^mn -f- hifiv)* + \h^{mv — ny)'* 

ei^bt siob wegen des Yersobwindeiis der ersteii Elaznmer anf der 
reobteu Seite die Gleicbimg 

Bgn (pifn* + — sgn (&, &j); 

d. b. baben die SoefbzienteiL imd der gegebenen qnadratiBobeiL 
Form yerscbiedene Yorzeicben, dann findet das gleiobe mit den Foefd- 
zienten -f- nnd + b, v* stati Femer erkenut man unmittd- 
bar, dafi fttr zwei positiYe (oder negatiye) b^ nnd b| anob b^m’ + b^/i’ 
nnd bi»* + beide positiy (oder beide negativ) warden. Folglicb 
liefert die nene Barstellnng der qnadratiscben Form ebensoviel Glieder 
mit positiy em nnd mit n^atiyem Yorzeicben wie die alte. 

Dieser Satz l4Bt sidb anf die Darstellungen einer beliebigen qnadra- 
tiBcben Form als Aggregat yon Quadraten yerallgemeinem. Sylyester 
bat diese Yerallgemeinemng nnter dem Namen TrS.gbeitsgesetz 
der qnadratieoben Formen im PbiL Mag. 1852, 1853 yerdFentliebt; 
Jacobi batte sie bereits 1847 gefiinden, wie sicb ans seinen naob- 
gelassenen Papieren ergibt (siebe Werke UI, S. 591), sie jedocb nicbt 
mitgeteilt. Wir folgen bei der Bebandlnng des aUgemeinen Satzes 
dem Gedankengange Jacobis. 

Die Foef&zienten der einzelnen Qnadrate der Aggregate kSnnen 
wir gleiob ± 1 macben, indem wir die Quadratwnrzeln ans den abso- 
Inteu, znnaobst yorbandenen Eoeffizienten in die Klammem zieben. 
Somit dttrfen wir yon yomberein 

j - Ti« + r.> + • . ■ + y.' - 1?^., - (»+«-».), 

h-Z,>+Z,' + --. + Z,>- Z;^^ Z}^, (p+f-m) 

setzen. Dabei bilden die Y nnter sicb, sowie die Z nnter sicb nn- 
abbSngige bomogene System e. 
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Ans der doppelten 

Dorstellnng von f — 

g — h folgt 

(16) 

^1* + • ' 

■• + r.>+2,v+-. 

■ + 


- + . . 

• + 2,* + ??+,+•■ 

■ + 

und 

ans der Annabme, 

daB 


(16) 

-^1 ” 0, . . ., 

Z,-0; r.+,-o, 

■ • •, y.+.,= 


wild, welche ftlr alle reellen Wextsystome der x die Q-leicliimgeii 

(17) r,-o, 3r, = 0 ; 

befriedigen^ imd uzngekebrt folgfc (16) aus (17). 

Demn^ ist das tmabbangige GleiolmngBByBtein 

— 0, . . — 0; =» 0, . . — 0 

eine notwendige Folge des GleiohungBSjBtemB (17). Naoh § 82; S. 98 
ist mm 

1 > + »• ^ « + r, d. h. jp ^ s. 

Ebenso ist das unabbilngige GfleiobungBsystem 

. r.-o; 

eine notwendige Folge des GleiobimgSBystems (16) imd desbalb 

« + + d.ll. 8^p. 

Die beiden Besnltate p^s nnd s^p liefem p Sj and damit ist 
das Ti^beitsgesetz der qnadratisoben Formen bewiesen. 


Sechzebintes KapiteL 

Der Starmsche Satz. 

§ 188. Wir woUen nns in diesem Kapitel mit einem Tbeoreme 
bescbaftigen; durcb das es gelingt, jede reelle Wnrzel einer GHeiohnng 

(1) /■(a?) s af H- + • ■ • + — 0 

mit reellen Eoeffizienten beliebig geoan zti bestunmen. Wir sind dieser 
Froge beroite frOlier (§ 70, S. 82) begegnet -und haben sie, wie es 
sobien, dnrcb die itTewtonsobie IT&herangsformel in ySUig ansrelohen- 
der Weise beantwortet. AJlein dabei ist zn bemerken, dafi man dort 
von einem, der gesnobten Worzel „]iinreiobend naben^^ Werte ansgebt. 
In dieser Ajuiahme Uegt aber no(^ eine Sebwieiigkelt, ^e erst be- 
Kettoi Algabm 15, 
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hoben werden mtlfite, ebe diese Methode Anspruoh auf YolUtBiLdig- 
keit maoben kSnute. Wir woUezi aber bier niobt weiter anf diese 
l^ewtonscbe Metbode emgebeu, sondem eine andere ansemandersetzen, 
die m der einfacbsten Weise das Problem erledigt. Sie berubt anf 
der Bestunmung der A.Tizahl der reellen Wnrzeln yon (1), die inneiv 
balb eines beliebig gegebenen Interyalles bis X""h Hegen (& > a). 
Ohne eine wesentlicbe Emscbrankang kaun dabei angenommen werden, 
dafi (1) keine yielfaoben Wurzeln besitzt; denn soUte dies niobt der 
Fall sein, so konnte man durob rationale Operationen eine Gleicbnng 
q)(x) 0 berstellen, die alle nnd nnr die Wnrzeln yon (1) nnd jede 

yon ibnen als einfacbe Wnrzel besitzt. Wir ddrfen nnd wollen fttr 
dieses Kapitel annebmen, dab jene Yoraussetznng dber die Mnltipb- 
ziiat der Wnrzeln yon (1) erfttUt sei. 

^ 189. Es ist begreiflicb, dafi dieses fnndamentale Problem sobon 
£r(lb die Anftnerksamkeit der Matbematiker anf sicb zog. So baben 
sicb Budan, Desoartes, Fonrier, Newton mit ibm bescbaffcigt, aber 
ibre Besnltate waren niobt ansreiobend. Im allgemeinen bestimmten 
sie nnr eine untere Grenze fdr die gesnobte Anz^ der Wnrzeln. Erst 
Gb. Stnrm gelang es, eine yollstSndige nnd einfaobe LSsnng zn gebeu. 
Wir wollen nns im folgenden nnr' mit dieser Stnrm soben Lbsong 
bescbaftigen nnd die yorbergebenden LSsungsyersncbe beiseite lassen. 
Sind zwei reelle ganze Fnnktionen einer Yariablen yorgelegt, 

f(x) nnd g(x), 

so betraobten wir ibre Yorzeioben fdr einra numerisob gegebenen 
Wert Xq yon namlicb 

(2) 8gn/'(«o) sgn^(aJo). 

Stimmen diese beiden Zeicben miteinander dberein, oder mit andereu 
Worten; ist 

/■(»o)*Kab)>0; 

so spreoben wir von einer Zeiobenfolge bei fix^), g(xo)‘ Stimmen 
beide Signa ans (2) niobt flberein, oder mit anderen Worten: ist 

BO spreoben vra von einem Zeiobenweobsel bei f(x^f fl'W* 

Der Fall, dafi das Produkt /'(fl?o) • g{xQ) gleiob Nnll wird, sei ans- 
gesobaltet. — Yon diesen Einfilbrnngen maoben wir im folgenden 
Gebranob. 

§ 190. DieBeibe der rationalen ganzen Fnnktionen derYariablsni ii; 

(®) ff fli fv fst ' fr 

mbge folgende drei Eigensobaften besitzen: 
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L Dae letzte Glied ist eine von Nnll versoliiedene 
Eonstante. 

n. FtLr ein und dasselbe Argument a; » | verschwinden 
niemals zwei anfeinander folgende Glieder der Eeihe (3). 

m. YerBchwindet ftlr ein bestimmtes Argument a; » | 
ein Glied ^^(1) der Beibe (2), dann baben die beiden reobts 
und links benacbbarten Glieder und ftlr aj | 

entgegengesetzte Yorzeioben, d. b. es. ist 

1 . 

Wir woUen nun die Zeicben&nderangen untersueben, die in (3) 
vor siob geben, wenn x von einem Arguments a monoton wacbsend 
naob 6 (><*) gefttbrt wird. 

Eine Anderung in der zu (3) gebSrigen Zeiobenreibe kann nur 
dadurcb vor sicb geben, dai^ enWeder 4 f mittleres 

durcb Nidi gebt. 

Das erste ist wegen der Bedingung 1 nicbt m5gUcb. 

Wir betracbten femer den PaU, dafi bei 0 < A < r gleioh 
KuU wird. Dann mtlssen wegen U die beiden Werte 

/i-i® «owie 

von KuU versobieden sein; somit kann man einenBereidi (|— d, 
mit positivem d um S abgrenzen, der so klein ist, dafi in ihm 
und fji+i(x) fdr jedes x bei | — d<a?<| + ^ '^on Null versobieden 
bleiben. In diesem Bereicbe baben nacb HI die beiden Funktionen 
fi-t(pd fx+i(.^) '^exuchiedene Signa. Also ist filr diesen Bereiob 

und ebenso 

agn fxS + ^) • sgn fi+iil + d) - - 1. 

Doraus folgt^ dafi, wie auoh immer der Weid; von sgn f^(x) fQr ein x 
des Bereiobes (I — d, j®de der beiden Zeiobonreiben 

mfi-id-i), Bgn/i+i(i-*), 

‘ je einen Zeicbenweobsel und eine Zeicbenfolge liefert. Es tritt daber in 
agn/’i-iC®); Bgaf^ix), BgnA^,i(aj) 

beim Passieren von a; « | keine Anderung in der Anzabl der Folgen 
und der Wecbsel bei (3) ein. 

Es bleibt also fOr dias Zu- Oder das Abnebmen diesef Anzabl nur 
der eine Pall tlbrig, dafi f(x) durob Null gebt. Es sei etwa /(|) — 0, 

■■ 16 * , 
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tmd innerlialb (| — J, S-hd) m6ge f^(x) sein Vorzeichen niolit 
S.D.dem. Die Asnahme, dafi f(x) bei durob Null bindurcb- 

gebe, kann stets dadurob yerwirkliobt werden, dafi man f(x) durob 
die Funktion (p(x) ersetef^ wobei qo — 0 alle Wuizeln yon 0, jede 
in der Mulidplizitfit besitzt. Hiemacb ergibt siob ftlr die Signa 

das Schema der yier MSgliobkeiten 



6gaf(x) Bfflf^(x) 

BgSLf(x) sgn/i(a!) 

a; — 1 — d 
a?-g + d 

+ ■ + 

- + 


a? — 1 •— d 
a-l + d 

+ + 

1 + 

- 

. + 


Ana diesem Sobema erbellt, dafi in den beiden Fallen: IitiVh oben 
und recbts unten beim Dbergange der Yaiiablen x yon | — d naob 
I + d ein Zeicbenweobsel gewonnen, ^nabrend in den beiden FSUen 
reobts oben und links unten beim 'Dbergange ein Zeicbenweebsel ye]> 
loren wird, 

§ 121. Wir woUen nun eine Spezialisierung der Reibe (3) yor- 
nebmen. ZunScbst sei f(x) eine ganze Funktion yon x ohne mehiv 
faohen Toiler. Zweitens sei /i(a!) die Ableitung f(x) yoh f(x). Drittens 
seien fi(x), ft{x), . . fa(x), . . f^(x) durob die Gleiobungen 

- fi W - 2i(«) • fi(pB) - f(p), -r(aj)) 

I ^ - ?i(«) • - A(p), 




ist ganz ahnliob dem Euklidsoben zur 
.einsamen Teilers zweier ganzen Funk- 
^leiobung des Sobemas (4) mit jenem 

men, dafi die Forderungen 1, 11, III aua 
als grdfiter gemeinsamer Teilei- yon f(x) 
^biedene Konstante ist; n und HE un> 

obt slob, wenn man bedenkt, dafi bei 
’(») wScbst, bei negatiyem f(x) dagegen 
nfimlicb die MSgliobkeiten links oW 
■tfeU, Die beiden zurflokbleibenden 
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lidikeiten ergeb^ den Yerlust eines ZeicbenwecbselB in der Reibe der 
Fnnktional'werte. 


§ 192. Nacb diesen Yorbereitnngen kSnnen wir an die LSsung 
des Problems gebeu, das im Anfange dieses Kapitels aufgestellt worden 
ist, nnd das die genaue Bestimmnng der Anzahl der Wurzeln von 
m 0 fordert, die zwisoben den beiden Grenzen nnd (> x^) 
liegen. 

Nun sei vorgelegt die ganze Funktion fQc), die keinen mebrfacben 
Teiler besitzen soU, so daB also f(x) und f(x) teilerfremd zneinander 
Bind, wobei — wie gewSbnlioh — f^x) die Ableitung von f(x) be- 
dentet. Mit f(x) und f(x) wird nabb § 191, (4) die Reibe 

(6) m, r(®), f.w, • • •, «.(®) 

und die zugebSrige Zeibbenreibe 

(6) BgnfCas), sgn /*(*), sgn /',(*), BgnfjC®), Bgn^,(a) 
gebildet. Wir betraobten jetzt die Anzablen 

:2wix)^h, 

der Zeicbenweobsel in (6). Wir lasseu x von x^ bis x^ „monoton'' zu- 
nebmend siob Bndera. Dabei kann auob h einer Indemng unterliegen; 
diese kann —• wie im vorigen Paragrapben gezeigt worden ist •— uur 
in eiuer Yerminderung des 7e um eine Binbeit bei jedem tlnbersobreiten 
einer Wurzel von jf— 0 seitens des a; besiehen. Daraus folgi;: Die 
genaue Anzabl der zwischen x^ und x^ liegenden Wurzeln 
von f(x) — 0 ist gleiob der Differenz 

2W(w,)-2W(jc,)-h-h,. 

Die Beibe (6) beifit die Stnrmsobe zn f(x) gebSrende Reibe. 

§ 198. Wir woUen den Sturmsoben Satz auf einige Beispiele 
anwenden. Es sei 

f(x) — flj* + a!® — SflJ* — a; — 4, 

dann wird 


16 . ^ " (4®+ 1) • r ~ 3 • f - 4a;» + 8®* - 6flj - 1 ; 

32 . r- (36® + 19) . /*, - 160 . fa - + 21; 

64.f,-(72®-ll).f,‘- 1377.f;, /i«8® + .8; /i-.-l; 


und man erbSlt die Tabelle 


sgn 

f fl f, ft fl 

a; — — oo 

+ — -j- . • 

® — 0 

— — — 

® — -f.oo 

++++.- 




2W-S 

2W-2 

JJTT-I 
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Aus ihr ist sra oraehen, daB /(a?) =- 0 eine positive, eine negative nnd 
daher zwei komplexe Wnrzeln besitzt. 

Setzt man der Reihe naoh a? -*» — 3, — 2, — 0, +1, + 2, so 

folgt die Tabelle 


sgn ffi.fi fz fi 


X = 

— 

3 

+ 

— 

+ 

— — 


3 

X — 

— 

2 

— 

— 

+ 

— — 


2 

X — 

— 

1 

— 

+ 

+ 

— — 

J’TT- 

2 

X — 

± 

0 

— 


+ 

+ - 


2 

X — 

+ 

1 

— 

0 

+ 

+ — 


2 

X — 

+ 

2 

+ 

+ 

+ 

+ 


1, 


die iins zeigt^ daB f(x) » 0 zwei reelle Wnrzeln bat, eine positive und 
eine negative, nnd dafi die negative Wurzel zwischen —■ 3 nnd -- 2, 
nnd die positive zwiscben + 1 nnd + 2 liegt. 

Als zweites Beispiel wablen wir die quadratisohe Q-leiobnng 

f(x) =- a?” + 2ax^ + 6 — 0. 

Dabei wird 

—/'(a;) — a; + a, — h 

sgn r /a 

a!__oo + 8gii(o>-6) 1 

aj — ± 0 Bgn 6 Bgna sga(a* — 6) 

*- + 00 + - Sgii(a*-i) 

Die Anzabl der reellen Wnrzeln ist mithin 

^ !! g j!!L -y .. + >) _■ (_ !&C?L-A) --1) - 1 + Bgn (»• - i), 

d. bu gleicb zwei, wenn (a*-— 6) > 0, nnd gleich Null, wenn (a*— 6) < 0 
ist. Man erkennt femer, daB im ersten dieser boiden Fallc bei 

o > 0, 6 > 0 zwei negative Wnrzeln, 
a < 0, 6 > 0 zwei positive Wnrzeln, 
a < 0, 6 < 0 1 eine positive und eine negative 
a < 0, 6 < 0 J Wurzel anftreten. 

4591.1/5145 
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